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内 容 介 绍 


数学 中 有 乐趣 和 力量 吗 ? 本 书 会 对 你 说: 当 


然 有 ! 而 且 ， 数 学 中 还 有 实用 性 、 简 捷 性 …… 以 


及 妙 番 横生。《 数 字 的 力量 》 正 是 从 这 几 个 方面 ， 


对 我 们 日 常生 活 中 的 应 用 数学 ， 从 计算 抵押 付款 


到 选择 信用 卡 利率 ， 以 及 解 泽 统计 资料 ， 进 行 了 


引人入胜 的 探索 。 


正如 作者 澳 尔 时 斯 坦 因 所 阐释 的 ， 数 学 远 
止 是 “一 堆 数 字 的 计算 过 程 "， 它 还 是 我 们 借 


生活 密切 相关 。 作 者 在 揭示 这 科 


以 了 解 周围 世界 的 基本 工具 ， 因 而 号 我 们 的 日 常 
关系 的 同时 ， 生 
we 


动 地 评述 了 诸如 “ 热 数 ”和 “ 冷 数 ”之 类 饶 有 兴 
趣 的 概 赛 ， 以 及 类 似 埃及 缆绳 之 谜 等 诸多 难题 ， 


使 本 书 极 富 可 读 性 。 


从 这 样 的 立场 出 发 ， 斯 坦 


批 双 


许多 廖 


论 ， 从 数学 没有 新 内 容 的 观点 到 数学 需要 天 赋 的 
概念 ， 同 时 他 也 赞赏 例如 黄金 三 角形 一 类 的 数学 
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奇观 ， 他 还 展示 了 数学 常常 是 解决 科学 问题 的 神奇 方法 ， 例 如 
FE 物 学 可 以 利用 曲线 的 笠 率 计算 种 群 的 增长 。 

斯 坦 因 在 《数字 的 力量 》 中 ， 以 其 迷人 的 风格 ， 对 数学 令 
人 惊异 的 性 页 ， 从 其 像 莫 扎 特 交响 乐 一 样 美妙 的 逻辑 ， 到 它 在 
我 们 生活 中 的 力量 和 渗透 性 ， 为 我 们 展示 了 新 的 鉴赏 角度 。 他 
还 使 我 们 了 解 到 ， 数 学 也 是 我 们 了 解 周围 世界 的 新 式 工 具 。 

本 书 对 与 我 们 生活 相关 的 所 有 数学 问题 作 了 富有 局 发 性 的 
介绍 ,行文 深入 浅 出 ， 稍 具 中 学 几何 及 简单 算术 基础 知识 者 ， 
都 可 领略 其 中 的 无 穷 乐 趣 和 启迪 性 。 
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斯 坦 因 ， 往 往 是 在 笔 写 阶段 阅读 每 章 的 第 
使 这 本 书 更 加 清晰 和 有 趣 ， 因 为 她 
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阅读 顺序 指南 


第 一 篇 可 以 按 任 全 顺序 阅 读 ， 但 第 一 、 三 章 ， 第 九 、 十 章 
和 第 十 一 、 十 二 、 十 三 章 各 自 构 成 一 个 自然 的 单元 。 

在 第 二 篇 中 ， 建 议 如 何 阅读 数学 请 于 的 第 十 四 章 是 中 心 部 
分 。 第 十 八 和 十 九 章 构成 一 个 单元 。 第 二 十 五 章 的 一 部 分 要 用 
第 十 七 和 二 十 四 章 。 

在 第 三 篇 中 ， 第 二 十 七 至 三 十 一 章 按 咕 序 应 在 第 十 八 和 二 
十 四 章 之 后 阅读 。 第 三 十 二 章 主要 依赖 于 第 十 八 章 。 
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第 一 章 ”数学 的 诸多 层面 


实际 上 每 个 人 都 能 了 解数 学 ， 欣 党 数学， 意识 逢 它 在 现代 
社会 中 的 作用 。 更 一 般 地 说 ， 我 认为 ， 我 们 不 论 在 数学 方面 ， 
还 是 在 艺术 ， 淋 工 、 烹 饪 、 绘 本、 唱歌 等 方面 ， 部 只 发 挥 了 我 
们 的 一 小 部 分 潜能 。 我 们 过 早 地 止步 不 前 : 如 果 我 们 眶 意 探索 
外 部 世界 和 我 们 自身 ， 我 们 每 个 人 都 能 达到 一 个 超 平 我 们 想象 
的 水 平 。 我 希望 本 书 会 有 助 于 入 们 探索 和 熟悉 数学 世界 。 
年 轻 人 应 该 知道 ， 在 各 行 各 业 中 ， 数 学 都 是 一 个 工具 。 大 
约 三 分 之 二 的 高 薪 工 作 ， 都 要 求 超出 算术 以 外 的 数学 ， 作 为 一 
种 训练 ,或 作为 日 常 应 用 。 只 有 上 分 之 一 的 低 薪 -上 作 有 这 样 的 
要 求 。( 这 些 数字 基于 第 十 章 的 数据 。) 这 种 反差 表明 ， 在 高 技 
术 经 济 中 ， 数 学 是 多 人 么 重要 。 一 个 人 懂得 的 数学 越 多 ， 就 会 有 
更 多 的 职业 之 门 向 他 开放 。 由 于 数学 是 这 样 一 个 生计 问题 ， 所 
以 我 用 整整 一 章 一 一 第 十 章 一 一 来 令 述 在 诸多 行业 中 需要 (或 
不 需要 ) 什么 样 的 数学 。( 第 九 章 也 与 此 论题 有 关 。) 
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做 父母 的 鼓动 自己 的 孩子 们 研习 数学 是 至 关 重 要 的 。 当 
“专家 ” 们 ] 相 用 数字 和 计算 机 来 影响 决策 时 ， 每 个 人 部 不 应 惊 
慌 失 措 。《 第 -:、 四 两 章 会 提供 ” 些 方法 ， 侈 你 防御 这 种 常见 
的 数字 欺诈 :) 

本 蔬 的 月 的 是 向 非 信徒 和 信 征 们 问 样 传播 数学 的 福音 。 我 
还 希望 回 到 这 样 - 个 群体 当中 ， 他 们 或 者 由 于 学 校 中 〈 通 常 在 
12 岁 以 前 ) 不 愉快 的 经 历 对 数学 产生 庆 倦 ， 或 者 干脆 远 离 数 
学 。 我 也 希望 ， 通 过 介绍 一 些 美妙 或 有 实际 重要 性 的 新 鲜 例 
子 ， 来 加 深 对 数学 只 有 愉快 经 历 的 那些 人 但] 对 数学 的 喜爱 。 

数学 就 像 寅 言 中 三 个 瞎子 所 擂 述 的 一 样 ， 个 里 于 摸 着 大 
腿 说 .“ 它 像 一 栋 树 "。 另 个 摸 着 象 描 于 报告 说 ,，“ 它 像 一 条 
驼 "。 第 三 个 睹 了 摸 善 “只 象 耳 基 说,“ 它 像 -内 蝙蝠 ”， 

数学 也 是 这 样 。 如 果 你 把 它 了 解 为 一 个 进行 算术 运算 一 一 
求 得 长 度 和 面积 ， 以 及 计算 成 本 和 利润 一 一 的 工 
把 锤子 , 或 者 一 把 螺丝 刀 。 如 果 你 认为 它 是 用 以 描述 重力 或 染 
色 体 的 几何 形状 的 ， 你 可 能 恒 会 把 它 想 象 成 专 为 物理 学 和 生物 
学 领域 而 创立 的 语言 。 上 一 堂 几何 课 或 微 积分 课 ， 你 或 许 又 会 
把 数学 视 为 发 展 分 析 技 巧 的 一 种 手段 ， 适 用 于 商业 、 法 律 或 医 
务 之 类 职业 的 一 种 训练 科目 。 最 后 一 种 看 法 就 是 连锁 旅店 的 创 
始 人 康 拉 德 :希尔顿 的 看 法 。 他 在 他 写 的 《 作 我 的 客人 吧 》 一 
书 中 是 这 样 表述 的 : 


我 不 力图 使 人 相信 ， 微 积分 ,或 者 甚至 代数 与 几 
何 ， 乃 旅馆 经 营 所 必需 。 但 我 要 长 期 大 声 疫 呼 ， 它 们 
决 下 是 钉 在 普通 教育 上 的 无 用 装饰 物 。 对 我 来 说 ， 在 
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任何 情况 下 ， 迅 速 系统 地 阐述 问题 ， 把 每 个 问题 归结 
为 最 为 简单 明了 的 形式 ， 是 特别 有 用 的 。 你 确实 不 用 
代数 公式 ， 但 是 …… 我 发 现 ， 为 发 展 这 一 过 程 所 必须 
的 脑力 活动 ， 高 等 数学 是 最 佳 可 能 的 锻炼 。…… 

全 面 的 数学 略 能 的 训练 ， 可 以 防止 任何 一 种 趋势 
被 一 些 不 相干 的 东西 授 得 模糊 不 清 ， 或 引入 歧途 。 


希尔顿 不 是 强调 数学 重要 性 的 唯 -商业 家 。 充 满 传 在 色彩 
的 人 金融 学 家 瓦 伦 ' 书 氏 特 的 伙伴 查理 斯 ` 蒙 赂 尔 ，1994 年 在 南 
加 惠 福 尼 亚 大 学 的 次 谈话 中 ， 向 学 商业 的 学 生 们 建议 : 


首先 是 数学 。 你 必须 学 会 数 的 处 理 一 一 基本 远 
算 。 对 于 复 利 计算 ， 排 列 组 合 的 初等 数 学 是 大 有 用 场 
的 模型 。 这 只 是 十 分 简单 的 代数 ， 学 起 来 不 难 - 难 的 
是 你 要 做 到 日 常 化 ， 几 乎 每 天 都 用 。 

在 哈佛 商学 院 、 把 一 年 级 学 生 结 售 在 一 起 的 竟 是 
决策 一 树 论 。 他 们 学 习 代 数 ， 并 把 它 应 用 于 现实 生活 
问题 。 学 生 们 惊奇 地 发 现 ， 中 学 代数 在 生活 中 是 有 用 
的 。 


触摸 这 只 数学 大 象 ， 还 有 许多 别 的 方式 。 如 果 你 体验 到 它 
的 某 些 发 现 与 论证 的 美妙 ， 你 便 可 把 数学 视 为 一 种 艺术 形式 ， 
就 像 音乐 或 者 绘画 一 样 。 如 果 你 考虑 到 它 的 一 些 擦 人 心弦 而 又 
木 获 解 丛 的 问题 ， 你 其 侍 可 以 把 它 间 地 球 一 片 未 开发 的 区 域 
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相 比 较 。 所 有 这 些 描写 都 是 正确 的 ， 但 没有 一 个 道 出 事情 的 全 
部 。 

如 果 你 触摸 数学 ， 主 要 是 通过 按 - -天 一 页 的 速率 安排 的 - 
长 串 枯燥 计算 ， 或 者 是 未 加 解释 的 一 长 溃 设 头 没 脑 的 公式 ， 你 
就 会 有 一 种 最 为 偏颇 的 看 法 。 在 这 种 情况 下 ， 你 可 能 会 把 数 学 
视 为 一 种 惩罚 ; 当 你 有 权 责 备 你 的 老师 或 课本 时 你 就 会 如 以 真 
备 。 

一 门 课程 的 教 法 肯定 会 影响 孩子 的 学 习 好 坏 。 看 看 这 样 的 

群 孩子 吧 : 他 们 因为 法 语 课 不 及 格 就 宣布 , “我 是 没有 希望 
了 。 我 就 是 没有 语言 天 才 。” 他 们 完全 忽略 了 他 们 已 经 掌握 英 
语 。 如 果 这 些 学 生花 费 一 两 年 的 功夫 学 习 法 说， 他 们 非常 可 能 
学 会 流利 地 说 法 语 。 其 至 好 到 足以 挣 一 个 A+ 到 家 。 教 师 给 的 
评分 并 不 能 衡量 这 个 孩子 ， 而 只 是 表明 在 一 个 特定 的 教学 模式 
下 这 个 孩子 完成 得 怎么 样 。 在 某 种 意义 上 、 它 也 是 对 教师 的 评 
估 。 

在 所 有 课程 中 ,数学 可 以 教 得 最 好 ， 也 可 以 教 得 最 坏 。 在 
数学 课 中 。 所 有 卡片 都 可 摆 在 桌 上 : 没有 什么 东西 必须 来 自信 
念 或 某 某 权威 人 物 的 判断 。 一 切 都 是 有 道理 的 。 在 一 位 准备 充 
分 的 教师 指导 下 ， 学 生 可 以 自己 进行 实验 ， 自 己 有 所 发 现 ， 并 
揭示 出 许多 未 被 告知 的 基本 原理 。 这 些 实验 不 需要 高 档 设备 。 
铅笔 和 纸 。-- 个 计算 器 ， 一 把 尺子 ， 一 根 强 子 ， 仇 子 ， 以 及 若 
干 个 便士 就 够 了 。 

学 习 数 学 ， 眼 学 习 物 理 、 生 物 或 历史 ， 是 完全 不 同 的 。 当 
学 习 原子 结构 和 细胞 分 解 时 ， 学 生 必须 依据 无 数 物 理学 家 和 生 
鞠 学 家 的 断言 。 至 于 历史 的 研习 ， 我 们 面 对 的 是 : 
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过 去 ， 

隐藏 在 地 层 之 下 ， 
隐藏 在 地 层 之 上 ， 

隐藏 在 历史 学 家 的 地 层 之 上 。 


ee 姓 须 挫 杂 任 伍 事物 。 
学 怎么 会 教 得 最 坏 呢 ?因为 它 可 以 作为 一 套 毫 无 兴趣 或 

二 由 于 让 生来 | 证 着 每 一 页 新 的 练习 、 孩 子 们 越 
来 越 对 它 蛇 远 起 来 。 最 后 ， 当 孩子 们 BT 一 种 神 瞪 似 的 宣告 ， 
例如 “为 了 除 以 “个 分 数 ， 你 要 上 于 颠倒 而 后 相 乘 "， 或 者 
“负数 芝 负 数 得 正 数 ” 的 时 候 ， 这 种 中 远 就 达到 了 殿 端 。( 这 些 
不 可 思议 的 事情 的 简单 解释 ， 将 会 在 第 二 十 章 和 第 二 十 五 章 中 
见 到 。》 

在 美国 ， -个 没有 学 好 数学 的 人 ， 往往 会 宣称 “我 就 是 没 
有 数学 天 才 "。 占 统治 地 位 的 观点 是 ， 数 学 能 力 源 丁 基因 ， 任 
何 努 力 都 徒劳 无 益 ， 就 像 天 生 的 左倾 子 或 者 具有 完美 的 音乐 音 
高 一 样 。 在 外 因 ， 信 和 仰 的 是 ， 你 在 数学 上 下 功夫 ， 你 就 会 掌握 
它 。 在 那里 ， 对 待 数学 实际 上 像 对 竺 木工 或 游泳 一 样 : 实践 就 
有 长 进 。 高 期 望 尘 育 着 高 业绩 。 在 有 的 地 方 ， 指 导 原 则 是 ， 
“ 教 ， 这 是 第 次"。 这 就 意味 着 ， 以 后 你 就 不 必 人 花费 时 间 去 
“回顾 ”上 次 还 有 哪些 内 容 没 学 。 

约翰 .加尔 布雷 思 关 于 金钱 所 写 的 .| 些 话 ， 同 样 适用 于 数 
学 。 在 下 面 的 全 部 引文 中 ， 直 须 用 “数学 ”这 个 词 来 代替 “ 金 
钱 ”这 个 词 。 
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那些 谈论 金钱 ， 从 事 金钱 教学 ， 并 以 此 为 生 的 人 
们 ， 舍 培养 这 样 一 种 信念 来 博得 声誉 : 他 们 所 具有 的 
远见 草 识 ， 决 非常 人 所 能 全 及。 虽然 这 有 助 于 职业 推 
销 ， 有 利于 个 人 ， 介 这 是 一 种 欺诈 形式 。 只 要 是 一 个 
有 合理 的 好 奇 心 ， 勤 禁 而 聪明 的 人 ， 对 于 人 金钱 就 没有 
什么 不 可 理解 的 。 在 往 下 的 各 页 中 ， 也 没有 什么 不 好 
懂 的 。 


生物 学 家 埋 查 德 ' 道 金 在 他 的 《盲人 钟表 厅 》 ”- 书 中 ， 这 
样 宽 感 读者 : 


重要 的 问题 在 于 牢记 ， 数 学 并 不 可 怕 。 它 决 不 像 
数学 传教 士 们 有 时 所 声言 的 那样 困难 。 每 当 我 感到 丽 
吓 时 ,我 总 是 回想 起 西 尔 范 纽 斯 汤姆 进 《 微 积分 使 
之 容易 》 一 书 中 的 一 身 名 言 : “一 个 策 蛋 会 做 的 事 ， 
男 一 个 也 会 做 。” 


第 十 六 章 遂 过 解决 一 个 困扰 过 好 多 数学 家 的 问题 ,给 读者 提供 
一 个 机 会 ， 看 出 道 金 所 言 不 廖 。 

数学 分 为 在 精神 上 几乎 相互 对 立 的 两 个 方面 。 一 方面 ， 它 
提供 了 几乎 无 穷 无 尽 的 方法 以 实施 日 常 计算 ， 这 些 计算 现在 往 
往 用 计算 器 ， 现 金 出 纳 机 或 计算 机 来 完成 。 另 一 方面 ， 数 学 可 
以 提供 极 精密 的 语言 ， 使 我 们 能 以 有 条 不 玄 的 方式 思考 复杂 的 
决策 ， 而 不 是 只 任 轶 事 ， 猜 测 和 挫 辩 。 
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我 们 同 数学 的 关系 ,点 好 像 我 们 阿 总 丢 术 文明 的 许多 方面 
的 关系 一 样 。 我 们 可 以 在 许 许 多 多 的 装置 上 伸 进 钥 进 ， 移动 游 
标 ， 旋 转 转 慢 ，， 点 也 不 用 大 想 它们 是 丸 何 工作 的 ， 要 是 上 3 
马 的 后 民 落 到 我 们 这 个 世界 上 ， 首 先 会 感到 可 怕 条 。 但 经 
过 儿 个 旺 期 的 调整 后 ， 他 们 也 会 伸 进 铀 匙 ， 移 动 游 伍 ， 旋 转 转 
蔓 。 反 之 ,如 采 谭 掉 我 们 文明 社会 的 装饰 物 ， 拿 走 我 们 并 在 了 
解 的 装置 ， 我 们 就 会 发 现 ， 我 们 和 十 罗马 启 民 毫 无 人 别 ， 让 我 
们 返回 到 孝 里 ， 我 们 也 能 调整 到 适应 他 们 的 生活 方式 。 

我 们 对 周围 世界 是 如 何 运转 的 一 一 特别 是 数学 在 我 们 社会 
中 的 作用 一 一 掌握 得 越 多 ， 我 们 就 越 少 受 我 们 有 人 不 了 艇 的 力量 
的 摆布 。 我 们 越 是 觉得 像 在 家 - 样 随便 ,我 们 就 会 越 少 觉得 像 
个 生 人 似 的 , 被 存在 于 必 房 中 ,卧室 内 和 车 篷 下 的 神秘 事物 所 
围绕 。 

我 希望 本 书 能 有 助 于 我 们 跟 上 美国 第 二 任 总 统 约 输 亚当 
斯 的 思想 。 在 1780 年 ， 正 当 欧 洲 订立 了 一 个 和 灶 条 约 之 际 ， 
他 写 信 给 他 的 夫人 阿 比 盖 尔 说 : 


我 必须 研究 政治 和 战争 ， 我 的 儿子 们 才 有 可 能 自 
由 地 研究 数学 、 哲 学 、 地 理学 、 庙 然 历史 、 造 船 学 、 
航行 学 、 商 业 和 农业 ， 以 使 他 们 的 孩子 们 有 权 研 究 绘 
画 、 诗 歌 、 音 乐 、 建 筑 学 、 雕 塑 、 织 锦 和 陶 资 。 


在 这 里 ， 亚 当 斯 是 谈论 数学 的 实际 方面 。 但 是 ， 如 果 他 是 现 作 
给 阿 比 盖 尔 写 信 ， 他 就 会 把 数学 归 人 艺术 芙 ， 正 如 下 面 儿 章 记 
表明 的 那样 
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本 书 分 为 二 篇 ， 各 有 特点 。 
第 一 篇 ,一般 性 评论 ， 由 或 多 或 少 彼此 独立 的 各 竟 组 成 。 
这 一 部 分 的 内 容 十 要 有 
口 ” 蕴 出 如 何 防止 数 的 区 诈 ; 
口 指出 计算 机 的 成 就 与 局 限 ; 
口 揭露 某 些 关于 数学 和 数学 家 的 苞 诞 说 法 ; 
口 
口 


略 述 数学 的 奇妙 应 用 ; 

描述 各 行 各 业 用 到 的 数学 ， 

口 ” 讨 论 数学 教育 的 改革 。 

第 二 篇 ,给 在 学 校 中 常会 遇 到 的 一 些 概念 提供 新 观点 。 这 

些 概念 包括 : 

口 儿 何 级 数 及 其 应 用 ; 

口 。 毕 达 哥 拉 斯 定理 ; 

口 为 了 除 以 一 个 分 数 ， 为 和 么 要 将 它 上 下 苏 倒 ; 

下 是 什么 ; 

口 “为 什么 负数 乘 负 数 得 正 数 ; 

怎样 两 出 方程 的 图 形 。 

第 三 篇 

口 “发展 一 种 寻求 某 些 未 知 量 的 方法 ; 

求 曲 线 的 变化 陡峭 度 ; 

口 ” 指 出 如 何 计算 由 曲线 界定 的 面积 ; 

口 、 获 得 一 个 加 和 所 有 奇 整数 之 间 的 特殊 联系 ， 从 而 给 我 

们 提供 一 种 计算 x 的 方法 ， 而 不 用 画 出 单个 的 圆 。 
第 三 篇 的 各 章 是 密切 相关 的 。 其 与 以 前 某 些 章 的 联系 , 已 

查阅 读 顺 序 指南 中 指出 。 
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第 十 六 章 引 导读 者 自己 去 发 现 数 学 思想 ， 从 而 感受 到 探索 
的 激情 。 但 是 ， 在 某 些 数学 发 现 后 面 的 论证 ， 却 是 处 此 地 富 于 
技巧 ， 以 致 只 有 专家 才能 跟 上 。 像 许多 知识 领域 - - 样 ， 数 学 也 
分 成 许多 子 学 科 ， 以 致 数学 家 们 本 身 也 读 不 懂 超 出 自己 专业 范 
围 的 研究 论文 
即便 如 此 ， 我 们 还 是 可 以 熟悉 这 样 一 个 数学 发 现 ， 虽 然 在 
它 后 面 的 推理 不 得 不 依赖 于 使 人 惊奇 的 神秘 上 事物。 例如， 第 十 
五 章 叙 述 了 一 些 关于 初等 算术 的 令 人 惊异 的 深刻 事实 ， 但 却 没 
有 指出 它们 为 什么 是 对 的 。 我 承认 ,我 自己 也 没有 读 这 些 论 
证 ， 因 为 它们 离 我 的 专业 范围 太 远 。 我 仍然 可 以 欣赏 这 些 发 
现 ， 正如 我 可 以 欣赏 其 他 伟大 成 就 - 样 ， 例 如 爬 上 珠 穆 冯 场 
峰 ， 登 上 月 球 ， 或 者 画 出 西 斯 延 教堂 。 在 大 部 分 篇 齐 中 ， 读 者 
将 扮演 一 个 介 平 探索 者 和 观众 之 闻 的 第 色 : 个 积极 的 伙伴 。 
“数学 ”这 个 词 ， 通 常 我 们 只 是 把 它 看 成 是 一 -个 名 词 ， 实际 上 、 
它 也 是 -一个 主动 态 动词 。 

任何 -个 “具有 合理 的 好 奇 心 ， 勤 奋 量 聪明 ”的 人 ， 只 要 
他 会 做 算术 ,按照 第 十 四 章 的 建议 实行 ， 他 就 能 掌握 和 欣赏 本 
书 的 任何 - - 章 。 在 少量 的 地 方 ， 代 数 初 步 会 是 有 用 的 ,但 不 是 

在 污 完 本 书 之 后 ， 你 应 当 对 数学 在 “现实 ”世界 中 的 重要 
性 有 一 个 较为 清晰 的 观念 ， 有 阅读 数学 语言 的 能 力 。 此 外 ,我 
还 希望 ， 你 会 获得 关于 数学 的 美妙 及 其 推理 的 优美 的 享受 。 

假如 我 能 推动 读者 像 托马斯 ' 杰 斐 示 那样 看 待 数学 ， 我 的 
使 命 就 算 完成 。 在 1811 年 他 写 给 朋友 的 - 封 信 中 ， 他 写 道 : 
“由 于 必须 指导 孙 三 的 数学 课程 ， 我 又 以 巨大 的 热情 重新 开始 
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数学 的 研习 ， 它 永远 是 我 最 喜爱 的 东西 。 脑 子 里 没有 不 刚 定 
性 ; 有 的 只 是 证 明和 满足 。” 这 来 自 于 -个 这 样 的 人 ， 他 把 一 
切 知识 ， 理 论 的 和 应 用 的 ， 部 归于 己 有 。 
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当 我 听 阅 ， 光 以 每 秒 186 283 了 哩 的 速度 传播 时 ， 我 相信 。 
给 我 的 印象 四 ， 每 个 人 都 能 精确 地 测量 这 个 速度 ， 但 我 收 衣 
定 ， 科 学 家 们 不 会 试图 独立 地 予以 检验 。 这 是 - 个 冷 数 。 说 
“ 冷 "， 我 是 指 它 不 是 个 引起 严肃 争论 的 话题 。 虽 然 没 有 争 
议 ， 但 如 我 即将 指出 的 ， 它 可 以 唤起 温暖 的 感觉 。 下 一 章 ， 我 
将 讨论 热 数 ，…- 种 在 重大 决策 中 起 作用 而 及 往往 共存 阐 性 的 
数 ， 那 是 一 些 危险 的 数 ， 我 们 将 指出 如 何 防 .上 它们 的 潜在 不 利 
影响 。 

一 次 ， 当 我 使 用 一 个 现代 化 的 曼哈顿 公寓 中 的 电梯 时 ， 我 
注意 到 控制 板 上 的 一 个 奇怪 现象 。 奇 数 行 突然 转换 为 偶数 ，14 
下 好 在 11 之 上 。 “怎么 回 事 ?” 我 感到 不 解 。 当 然 ， 不 一 会 儿 
就 找到 了 答案 : 正如 控制 板 的 图 像 所 显示 的 那样 ， 没 有 编号 为 
13 的 楼 层 。 一 个 古老 的 迷信 还 残存 于 现代 高 技术 社会 之 中 。 

在 这 个 大 楼 里 ， 没 有 空缺 的 楼 层 。 一 共 是 18 层 楼 ,第 13 
层 和 其 它 各 层 看 起 来 也 都 一 祥 。 控 制 板 把 顶层 编 为 19。 这 个 
迷信 所 涉及 的 是 13 这 个 数 本 身 ， 而 不 是 实际 的 楼 层 。 一 个 纯 
粹 的 数 ， 如 此 抽象 ， 如 此 似 无 争议 ， 如 此 之 “ 冷 "， 却 弄 得 唤 
起 一 种 情感 : 害怕 
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计 我 们 隔 到 1884 年 ， - 群 纽约 入 开 没 了 一 个 第 十 三 俱 乐 
部 。 其 日 的 是 上 破除 13 迷信 。 他 们 在 每 月 的 13 号 会 餐 ， 桌 上 
放 着 13， 每 个 月 交 费 13 分 。 他 们 汇报 说 ,即便 如 此 ， 他 们 同 
任何 其他 俱乐部 的 成 员 - 样 健康 ，- - 样 顺 向 ，- - 样 长 寿 。 尽 管 
们 作 了 努力 ，13 恐 慢 症 还 是 遗留 下 来 了 - 

我 恰好 特别 喜欢 13 这 个 数 。 部 
分 由 于 我 想 击 退 13 如 惧 闸 ， 部 分 由 
上 上 13 是 两 个 平方 数 之 和 ;13 = 4+ 
9。( 一 个 平方 数 足 一 整数 乘 以 白 身 
所 得 。 因 为 9 是 3x3， 所 以 它 是 于 
方 数 。) 

但 13 不 是 我 最 喜欢 的 数 ， 从 我 
还 是 - 个 小 孩 开 始 ，6 -- 直 扮演 这 
样 的 角色 。( 意 即 6 是 作者 最 喜欢 的 
数 一 译 注 。) 我 想 我 对 6 的 感情 . - 
可 以 回潮 到 我 对 大 如 的 一 只 6 响 老 - 


局 


式 左轮 手枪 的 兴趣 。 若 干 年 后 , 我 我 怎样 上 13 楼 ! 


发 现 ,6 曾 赢 得 十 希腊 数学 家 的 高 度 《 唐 纳 乘 德 摄 ) 
尊崇 ， 因 为 它 等 于 其 所 有 异 于 自身 的 因数 之 和 ,6= 1+2+3。 
任何 一 个 数 ， 如 果 它 与 其 所 有 异 于 自身 的 因数 之 和 相 问 ， 希 腊 
人 硬 称 之 为 “完全 数 ”。 第 二 个 完全 数 是 28， 它 等 于 1+2+4 
+7+ 14。 无 人 知晓 ， 是 否 存在 最 大 的 完 件数 ， 也 从 没有 人 发 
现 是 奇数 的 完全 数 。 (已 知 小 于 1 x 10 色 的 奇数 中 设 有 完全 
数 。) 这 只是 数学 家 们 所 不 知道 的 无 数 “简单 ”问题 中 的 两 个 。 
最 近 , 我 又 喜欢 上 了 不 被 和 注意 的 数 3/5。 当 有 人 问 我 我 
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最 喜欢 的 数 时 ， 我 男 答 他 们 : “3/5”， 并 且 等 待 他 们 的 反应 。 
典型 的 反应 是 ， “天 哪 ， 你 为 什么 会 想到 3/5 呢 ?”“ 哦 ，1/2 
和 2/3 受到 广泛 关注 。 而 3/5 位 于 两 者 之 间 这 一 点 似乎 没有 人 
注意 到 。 真 令 人 遗憾 ， 不 是 吗 ?此 外 ，3 和 5 都 是 比较 令 人 愉 
快 的 数 。” 

我 提 到 3/5, 不 只 是 要 使 人 们 认为 它 值 得 欣赏 。 我 的 真实 
目的 是 要 找 出 人 们 对 分 数 的 感觉 。 通 常 ， 他 们 没有 和 侩 快 的 记 
忆 。 为 了 发 展 - -种 更 积极 的 态度 ， 我 在 本 书 中 写 了 第 一 十 章 。 
在 短 短 几 页 中 | 阐明 了， 每 个 人 都 需要 了 解 这 些 完全 正常 的 数 。 

假如 我 有 权 赞 赏 数 6， 那 么 我 就 不 会 对 某 些 人 害怕 13 感 
到 人 惊讶。 我 的 赞赏 和 他 们 的 害 伯 表明 ， 眼 一 个 词 - - 样 ， -个 数 
可 以 引出 茶 些 联 想 和 暗示 。 我 将 给 出 一 些 例子 ， 在 这 些 例子 
中 ,一 个 数 已 经 跳出 数 的 体系 ， 而 具有 自己 的 生命 力 。 

半 个 世纪 以 前 ， 一 嘿 跑 实际 上 把 4 这 个 数 变 成 了 - - 座 穿 不 
透 的 砖 墙 ， 就 像 声 万 障 似 乎 构成 飞机 飞行 速度 的 障碍 一 样 。 

1945 年 ， 网 德 . 哈 格 用 4 分 1.4 秒 跑 完 一 哩 ,保持 了 九 年 
的 世界 纪录 。 当 时 体育 界 认为 ， 不 会 有 人 在 4 分 钟 内 网 完 -~ 
哩 。 这 就 是 为 什么 当 罗 杰 * 得 尼斯 特 在 1954 年 创造 3 分 59.4 秘 
-- 哩 的 纪录 时 ,全 世界 的 报刊 都 以 大 字 标 题 宣 布 这 一 重大 突 
破 。 四 分 之 一 世纪 之 后 ， 他 的 成 就 仍然 是 可 歌 可 颂 的 ， 虽 然 他 
只 保持 了 七 星期 的 纪录 。 他 是 打破 紧 轿 允 的 人 。 

让 我 们 从 - -个 新 的 角度 来 看 哈 格 和 班 尼斯 特 的 成 绩 ， 假 想 
时 间 是 以 秒 计 ， 而 不 是 以 分 计 。 于 是 ， 哈 格 的 时 间 是 241.4 
秒 , 而 班 尼 斯 特 则 是 239.4 秒 。 没 有 一 个 人 会 大 事 宣扬 ， 说 
240 种 的 关卡 已 被 打破 ， 因 为 240 不 是 一 个 特别 引信 注 意 的 数 。 
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但 是 ， 我 们 可 以 用 另外 的 方式 比较 他 们 的 纪录 。 这 一 次 ， 
我 们 假定 ， 一 “ 秒 ” 要 比 我 们 惯 出 的 秘 长 百 分 之 - -。 于 是 ， 哈 
格 就 是 用 3 分 59 秒 跑 完 一 哩 。 他 ,而 不 是 班 尼 斯 必 ， 就 是 第 

-个 冲破 神话 似 的 4 分 关 攻 的 人 。 址 尼斯 特使 只 是 纪录 短 上 的 
一 个 脚注 ， 曾 经 保持 纪录 的 许多 赛跑 者 之 一 。 这 就 是 命运 的 别 
弄 和 数 的 力量 。 

以 一 串 零 结 居 的 数 似乎 具有 特殊 的 魔力 。 当 - 锁 汽 车 的 白 
动 计 程 仪 达到 和 999.9 时 ， 每 个 人 部 会 注视 所 有 这 些 9 慢 则 地 
变 成 0。 错 过 这 一 时 刻 是 - -个 小 小 的 损失 ， 当然 , 以 0 结尾 的 
数 并 不 比 以 《〈 例 如 ) 37 452 结尾 的 数 少 。 但 是 ， 没 有 一 个 人 会 
要 注视 37 451.9 变 成 37 452。 

以 0 结尾 的 数 确实 可 能 影响 现实 迄 界 的 某 些 事件 . 例如 ， 
在 1941 年 棒 球赛 季 的 最 后 一 场 之 前 , 特 德 ' 威 廉 媒 打 了 ,39955， 
圆满 完成 了 麻 觉 的 .400。 但 是 ， 威 廉 姐 不 愿意 以 一 个 虚假 
的 .400 为 满足 ， 冒 险 地 坚持 要 打 完 最 后 一 场 。 戏 基 性 的 场面 
发 生 了 ,他 以 .406 告终 ,成 为 最 后 一 个 汰 到 .400 顶峰 的 选 


在 1995 年 ， 当 股票 市 场 首次 达到 4 000 点 时 ， 股票 经 纪 人 
认为 有 责任 向 他 们 的 顾客 解释 ,“ 记 住 ，4 000 只 是 一 个 普通 的 
在 核 军备 竞赛 中 ， 一 串 零 起 较 重要 的 作用 。1960 年 ， 美 
国 拥有 68 枚 导弹 ， 苏 联 很 少 ， 或 许 只 有 4 枚 ， 当 时 我 们 就 决 
定 建造 1 009 枚 导弹 。 为 什么 是 1000? 是 五 角 大 楼 那 丝 最 英明 
的 领导 者 经 过 长 期 的 战略 考虑 之 后 选取 的 这 个 数 ? 绝对 不 是 。 
代替 1 000， 设 想 一 位 将 军 提出 10 000， 而 另 .一 位 提出 
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100。 但 是 ， 议 会 决 不 会 拿 出 10 000 枚 的 钱 ， 而 100 看 来 义 太 
不 值 一 提 。 

1 000 是 什么 ? 它 是 10 乘 10 乘 10。 为 什么 是 10? 因为 我 
们 有 10 个 手指 ,这 就 是 说 ， 如 果 我 们 只 有 8 个 手指 ， 那 么 将 
军 们 就 会 提出 8 业 8 汪 8; 即 只 有 512 枚 导弹 ， 一 个 可 以 节省 
几 十 亿美 元 的 要 求 。( 如 果 我 们 只 有 8 个 手指 ， 我 们 就 会 只 用 
数字 0，1，2,， 3，4，5，6，7， 而 把 8 写成 10, 把 8 瑟 8 与 作 
100， 根 本 不 需要 九 和 十 这 两 个 间 。) 

其 至 海湾 战争 前 持续 时 间 也 受 一 个 冷 数 一 一 男 一 串 零 
影响 ， 正 如 《纽约 上 时报》 报道 的 如 下 对 话 所 表明 的 那样 ; 


“为 什么 现在 停火 ?” 一 位 愤怒 的 将 军 沃 勒 问 道 。 
“一 百 小 时 是 个 好 兆头 "。 许 瓦 花 柯 夫 将 军 回答 。 
沃 勤 呼 了 一 声 - 


即使 一 个 看 起 来 很 复杂 的 数 ， 完 全 不 同 于 以 . 串 零 结尾 的 
数 ， 也 能 具有 魔 妃 。 当 我 读 到 美国 人 口 数 为 256 437 125 时 ， 
我 的 第 一 个 反应 是 惊讶 于 人 口 普查 办 公 室 能 达到 这 样 的 精确 
度 。 然 而 ， 沉 思 一 刻 之 后 ， 我 人 坚信， 这 不 可 能 ， 因 为 除了 别 
素 之 外， 每 天 有 一 万 左右 婴儿 出 生 。 事 实 上 ， 人 口 普查 办 
室 估 计 误 差 占 正确 数字 的 百 分 之 一 一 一 或 者 说 500 万 。 如 果 
民 告 说 人 口 大 约 在 251 一 261 百 万 之 间 ， 它 的 头头 就 可 能 会 
解雇 。 毕 竟 ， 每 个 州 选 派 到 华盛顿 的 众议院 议员 的 数目 是 由 
该 州 的 人 口 数 确定 的 。 这 就 是 为 什么 宪法 要 规定 每 十 年 进行 
次 人 口 莹 查 。 为 了 给 人 以 精确 和 权威 的 印象 ， 大 口 普查 办 公 室 
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应 该 避免 以 一 大 串 零 结尾 的 数 。 

我 只 提 芭 了 几 个 数 ,它们 已 不 是 冷漠 的 抽象 观念 、 有 点 儿 
温暖 ， 并 且 获 得 了 外 己 的 生命 力 ， 这 生命力 是 如 此 之 丰富 ， 以 
致 影响 到 我 们 的 行为 。 另 外 一 些 数 是 3，7，40 和 666， 但 是 每 
个 读者 可 能 会 发 现 一 些 别 的 数 特别 引 人 注 意 或 者 使 人 惊 尺 。 下 
一 章 表明 ， 差 不 多 任何 一 个 数 都 可 能 突然 变 成 热 数 或 者 车 名 的 
数 ， 哪 伯 只 旦 15 分 钟 为 人 所 知 。 


第 三 章 热 数 


我 们 在 前 一 页 上 看 到 的 那些 数 .并 非 经 党 是 冷 的 它们 在 
较 多 的 争论 中 被 引证 。 它 们 是 热 数 。 它 们 的 力量 部 分 地 来 自 它 
们 的 涵义 ， 因 为 它们 让 人 想起 科学 的 上 昌 标 ， 精 确 度 和 远 辑 思 
维 。 这 些 数 之 所 以 被 计算 ， 是 因为 几 十 亿美 元 的 投资 或 法 令 成 
为 辩论 的 外 它们 是 辩论 术 的 关键 部 分 * 

假如 所 谓 现 实 世界 中 的 某 人 在 计算 . -个 数 时 遇 到 麻烦 ， 那 
是 因为 该 数 使 人 感 兴趣 ; 它 可 能 影响 一 个 决策 。 没 有 一 个 人 只 
是 因为 好 玩 而 花费 时 日 去 找 一 个 数 。 相 及 ， 人 们 通过 提供 茶 个 
数 的 方式 来 支持 或 扇 得 争辩 。 当 这 一 争辩 解决 之 后 ， 这 个 数 就 
冷 下 来 了 。 计划 下 来 左右 某 种 观点 的 数 是 热 数 ， 与 冷 数 正好 相 
反 。 


一 个 冷 数 卷 人 一 场 热烈 的 争论 ， 就 能 变 为 热 数 。 例 如 ， 
1990 年 纽约 市 的 人 口 普查 数字 便 由 冷 变 热 ， 当 时 这 个 市 的 官 
员 们 抱怨 这 个 数字 太 低 。 计 数 低 了 (如 果 出 现 这 种 情况 ) 会 使 
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细 约 损失 儿 百 万 美元 联邦 基金 。 

如 果 说 一 个 冷 数 可 能 具有 魔力 ， 那 么 一 个 热 数 可 以 地 我 们 
击 绑 ， 要 是 我 们 不 加 警惕 的 话 。 所 以 ， 让 我 们 来 看 看 几 个 热 
数 ， 以 便 更 好 地 防止 它们 对 我 们 的 影响 。 

在 争取 修建 旧金山 地 铁 系统 时 ， 一 个 热 数 起 了 重要 的 作 
用 。1962 年 ， 公 民 们 被 要 求 投标 赞成 历史 上 最 大 的 一 笔 市 发 
公债 的 发 行 ， 以 支付 简称 为 BART 的 港 洲 区 域 快速 交通 运输 系 
统 。 他 们 被 告知 说 ， 到 1975 年 ， 每 天 将 会 有 258 496 位 乘 千 
人 。 这 个 数 是 至 关 紧 要 的 ， 因 为 它 使 和 人 确信， 每 次 运行 只 要 有 
13 美 分 的 刊 润 ， 就 足以 补偿 全 部 开支 。 结 果 是 ， 在 1975 年 ， 
每 天 只 有 乘 车 人 135 000， 而 这 就 意味 着 一 次 运行 损失 1.31 美 
Zo 

那么 ，258 496 这 个 数字 从 何 而 来 呢 ? 它 出 现在 顺 问 们 所 
提供 的 -- 篇 报告 中 ,这 些 顾 问 部 是 所 谓 交 通 运输 专家 。 假 如 这 
些 专家 们 预报 ,“ 可 能 会 有 大 约 100 000 到 300 000 乘 车 者 ， 谁 
知道 呢 ?” 这 -~ 公债 议案 就 不 会 通过 。( 事 实 上 ， 它 是 以 微弱 的 
多 数 通过 的 。) 具有 六 位 精确 数字 的 258 496 这 个 数 向 人 暗示 ， 
某 位 专家 曾经 使 用 了 一 个 凡人 不 可 能 掌握 的 复杂 公式 。 这 种 精 
确 性 既 让 人 放心 ， 又 让 人 害怕 。 一 个 数 能 给 得 如 此 精确 ， 怎 么 
还 会 不 对 呢 ? 

这 个 数 到 底 意 味 着 什么 ? 争取 地 铁 的 修建 。 它 服务 于 它 的 
目的 。 结 果 它 是 错 是 对 ， 都 是 无 关 紧要 的 。 没 有 人 会 内 为 这 个 
数 太 离谱 而 打算 扒 掉 地 铁 铁轨 。 只 有 被 迫 浏览 旧 报 纸 的 学 者 ， 
才 会 费力 地 加 以 回顾 和 核对 。 数 的 目的 就 是 赢得 战斗 ， 侧 不 是 
达到 真理 。 左 某 种 意义 上 说 ， 这 样 一 个 预报 就 像 一 个 笑话 ， 我 
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们 笑 了 ， 它 就 获得 了 成 功 。 要 问 它 是 否 真 实 ， 那 就 没 抓 什 要 
害 。 
一 个 数 作为 一 个 预报 的 一 部 分 是 特别 有 效 的 。 这 有 了 两 个 原 

。 第 一 ， 在 预报 作出 的 当时 很 难 不 予 置 售 ; 第 二 ， 我 们 敬 品 
声称 能 预见 未 来 的 人 。 

一 个 预报 的 根据 应 当 是 隐藏 的 《特别 是 如 果 这 个 预报 来 上 
天 国 或 基于 预感 )。 这 个 数 应 当 用 这 样 一 些 词组 来 包装 ， 例 如 
“计算 机 模型 表明 ”"， 或 “复杂 的 回归 分 析 抠 示 ”， 或 “专家 发 
现 ”, 或 “这 是 一 个 保守 的 估计 ”。 否 则 ， 如 果 暴露 这 个 数 的 根 
据 ， 就 会 向 反对 者 提供 攻 贞 手段 ， 而 这 个 数 也 就 会 失去 它 的 魔 
力 。 正 如 我 的 儿子 养 舒 亚 * 斯 坦 因 在 一 篇 题 为 “不 动产 谈判 艺 
术 ” 的 文章 中 所 建议 的 那样 ， “谈判 的 一 方 开 出 的 细节 越 多 ， 
另 一 方 就 越 有 机 会 发 现 问 题 。 因 此 ， 只 要 有 可 能 。 他 就 应 当 故 
弄 玄 虚 。” 

要 讨论 热 数 ， 就 不 可 能 没有 审查 ， 或 者 简 育 之 ，“ 专 家 ” 
的 作用 吧 。 一 个 专家 被 认为 知道 一 般 人 所 不 知道 的 某 些 事物 。 
因此 ， 专家 拥有 作出 结论 的 特许 ， 而 组 须 解释 这 些 结论 为 什么 
是 真实 的 。 专 家 们 在 我 们 社会 中 的 作用 ， 就 像 原 始 部 落 中 入 师 
的 作用 一 样 : 他 们 鼓 哆 ， 一 场 大 的 投机 活动 ， 例 如 一 个 巨大 的 
赎罪 计划 ， 是 切实 可 行 的 。 而 且 ， 随 着 我 们 社会 的 工程 口 益 增 
大 和 进 - “ 步 什 向 未 来 我 们 还 将 不 得 不 给 更 多 的 人 贴 上 专家 的 
标签 。 

我 们 怎么 知道 一 个 人 是 不 是 专家 ? 一 种 方法 就 是 检验 专家 
的 论断 。 比 如 ， 容 易 看 出 ， 一 个 魔术 师 是 不 是 专家 。 但 是 ,我 
们 怎么 能 知道 某 人 是 不 是 地 铁 系 统 的 专家 ? 我 们 不 得 不 根据 如 
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下 一 些 次 要 象征 米 决 定 : 所 获 学 位 ， 所 任职 竹 ， 信 着 各 苹 的 
风度 ， 所 用 广告 次 和 幻灯 片 的 质量 。 最 为 有 效 的 次 竖 特 征 之 -- 
就 是 数 的 运用 。 那 个 数字 258 496 不 仅 支 撑 了 BART，1 作 共有 
助 于 把 硕 六 等 同 于 一 个 专家 。 它 服务 十 最 终 捉 定 ， 和 作为 谈话 
动 器 。 

有 一 类 专家 ， 如 气象 学 家 ， 往 往 用 个 白 分 比 伴随 着 预 
及 :“ 有 30% 的 可 能 性 下 雨 。”〔 研 究 表 明 ， 在 这 样 的 预报 之 后 
确 类 下 十 的 ， 约 点 30%。) 任何 一 个 提出 预报 的 人 应 该 包括 一 
个 百分比 才 是 有 意义 的 。 如 果 是 这 样 ， 关 于 BART 运输 景 的 预 
有 就 应 该 是“ 有 50% 的 可 能 ，1975 年 的 日 运输 时 将 越过 
250 000。” 在 这 种 形式 下， 这 个 预报 就 会 跟 大 气 预 报 “ 样 半 谈 
无 奇 。 它 就 不 衣 是 一 个 有 说 服 力 的 热 数 。 没 有 人 会 赁 着 这 样 一 
个 软弱 无 力 的 论断 ， 去 投票 赞成 10 亿美 元 的 公债 。 

在 越南 战争 期 站 ， 为 了 继续 这 场 战 争 所 说 的 一 个 理由 是 ， 
北越 的 胜利 会 导致 “ 场 大 屠杀 ， 造成 500 000 町 驻 者 。 战 后 曾 
有 一 场 大 规模 的 “重新 教育 ”运动 ， 但 没有 人 刻 杀 。 洲 么 ， 这 
个 数字 是 从 哪里 来 的 呢 ? 原来 ， 在 战争 期 间 ， 越 共存 -一 个 小 村 
庄 里 处 死 了 5 个 首领 。 某 位 先生 知道 南越 的 人 口 数 是 该 村 庄 的 
100 000 倍 , 干 获 就 用 100 000 去 节 5。 这 个 常 被 引用 的 数字 
500 000， 在 延长 战争 中 起 到 了 它 的 作用 。 那 个 “将 右 一 场 大 
屠杀 ”的 预报 几乎 没有 什么 意思 。 加 上 这 个 数 就 给 予 它 一 种 力 
量 。 这 就 验证 了 一 条 谚语 : 一 个 数 顶 -一干 念 话 。 

像 离 巢 的 乌 一 样 ， 这 个 数 500 000 脱离 它 的 出 处 后 具有 白 
身 的 生命 力 ， 并 变 成 了 一 个 “事实 "。 然 而 ， 这 是 热 数 的 本 人 性， 
它 的 来 源 应 该 笼罩 在 神秘 气氛 之 中 ， 至 少 到 它 所 服务 的 目的 达 
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到 为 止 。 
克 林 严 总 统 宣称 ，1994 年 要 压缩 1 020 亿美 元 的 联邦 亦 


热 数 往往 是 有 弹性 的 ， 就 像 橡 皮 筋 - 祥 :) 1994 年 的 杰 字 是 
2 030 亿 美元 。 你 可 能 会 以 为 ， 从 1993 年 的 赤字 减 大 这 个 数 就 


是 压缩 数 并 非 如 此 。 换 过 来 ， 你 应 当 从 这 样 个 数 中 减 
去 2 030 亿 美元 ;如 果 不 颁布 总 统 的 卜 缩 计划 ， 这 个 数 便 会 是 
1994 年 的 赤字 数 。 

白宫 估计 这 个 假设 的 数字 为 3 050 亿美 元， 从 而 得 到 压 缩 
数 为 3 050- 2 030 = 1 020 亿美 元 。 另 -方面 ， 国 会 预算 办 公 室 
对 这 个 假设 的 预算 用 了 一 个 仪 为 2 860 亿美 元 的 估计， 从 而 断 
定 压 缩 为 2 860 - 2 030 = 830 亿 美元 。 它 其 至 还 旅 硅 地 只 把 330 
亿美 元 归功 于 总 统 ， 而 把 500 亿美 元 归 示 于 繁荣 的 经 济 . 然 
而 ， 因 为 传统 上 总 统 对 于 在 其 任 内 出 现 的 任何 事情 都 字 有 荣誉 
(或 蒙受 指责 )， 克 林 上 顿 总 统 也 享有 这 500 亿美 元 的 荣誉 。 
当 一 个 汽车 制造 商 宣布 ; “今年 的 车 进 价 格 比 太 年 的 桔 型 
只 增加 2%， 低 十 通货 脱 胀 率 ” 时 ， 也 可 能 出 现 类 侯 的 热 数 摩 
擦 。 比 较真 洋 的 价钱 表明 提 价 8%。 怎 么 会 是 这 样 呢 ? 原 米 ， 
新 车 是 以 前 - 年 为 标准 ， 贡 这 个 标 ; 售 是 可 任 人 选 择 的 。 比 较 是 
在 类 似 装 备 的 车 之 闻 进 行 。2% 这 个 数字 是 把 新 车 型 则 - -个 从 
未 存在 过 的 假想 车 型 相 比较 所 得 到 的 ， 就 像 联邦 赤字 是 同 -个 
假想 的 赤字 比 绞 -- 样 。 

甚至 教育 领域 也 使 好 多 冷 数 热 了 起 来 。 例 如 ， 在 美 图 ，-- 
年 有 180 学 日 ,而 在 日 本 , 一 年 是 220 学 日 。 办 此， 为 了 改善 
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我 们 学 生 的 素质 ，- - 些 教育 家 建议 延长 学 年 。 但 是 ， 事 情 并 非 
如 此 简单 。 美 国 的 教学 时 数 是 1 003 ， 而 日 本 只 是 875、 但 是 ， 
更 有 其 者 。 关 于 时 间 与 学 习 的 国家 教育 委员 会 发 现 ， 美 国学 生 
用 于 数学 ， 英 语 ， 科 学 和 历史 等 核心 课程 的 时 间 仅 为 41 和 %。 
到 毕业 时 为 止 ， 美 国学 生 用 了 1 460 小 时 来 学 习 这 些 课程 ， 而 
日 本 学 生 用 在 核心 课程 上 的 时 间 是 3 170 小 时 。 每 -种 比较 者 
支持 一 种 不 同 的 改革 ， 加 长 学 年 、 缩 短 学 日 ， 或 者 把 更 多 的 由 
间 用 于 核心 课程 。 所 希望 的 结论 操纵 着 所 介绍 的 统计 。 或 许 这 
些 数 中 没有 一 个 反映 真实 情况 。 相 反 ， 化 在 家 庭 作业 上 的 时 间 
可 能 其 或 某 些 无 法 计量 的 事情 ， 例 如 父母 的 态 
度 ， 可 能 成 为 关键 。 
报纸 上 经 常 发 表 一 些 图 表 ， 按 各 个 州 用 于 学 校 的 经 费 ， 以 
每 个 儿 音 花费 的 美元 数 为 衡量 标准 ， 将 这 些 州 分 成 不 同 的 等 
级 。 我 总 认为 ， 这 只 涉及 一 些 冷 数 : 只 须 用 总 经 费 除 以 儿童 
数 。 但 是 ， 其 至 这 些 数 也 能 变 成 热 数 ， 它 们 可 被 提高 或 降低 ， 
视 感 兴趣 的 那 估 人 是 为 争取 更 多 的 教育 经 费 还 是 降低 税收 而 
定 。 

首先 ,开支 和 儿童 没有 一 致 的 定义 。 例 如 ， 加 利 福 尼 亚 就 
不 把 用 于 教育 的 抽奖 活动 所 提供 的 基金 列 和 开支。 但 是 ， 它 把 
有 苦口 的 乌有 算 作 “有 ”， 仅 此 就 对 预算 有 6% 的 影响 。 某 些 
别 的 州 ， 为 了 提高 在 图 表 中 的 等 级 ， 把 修建 通 向 学 校 的 道路 的 
造价 也 列 人 开支 。 各 个 州 的 生活 费用 的 不 同 更 使 事情 复杂 化 。 
再 者 ， 如 果 你 看 不 到 事情 的 真相 一 所 有 计算 步 又 ， 你 就 不 能 
肯定 这 些 数 的 涵义 。 

1993 年 6 月 22 日 的 《华尔街 杂志 》 刊 载 了 一 个 数 表 ， 标 
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题 鸭 “金钱 矶 济 于 事 ”、 这 个 表 列 山本 每 个 州 每 人 儿童 的 平均 
经 费 和 “SAT 等 级 ” (SAT 系 闫 国 大 学 入 学 芍 试 中 的 学 轧 、 智 

与 性 向 测验 一 ~ 译注 )。 花 钱 最 多 的 10 个 州 排 在 花 名 最 少 的 
和 个 州 后 面 。 这 上 昕 起 米 似 乎 是 一 个 强 有 力 的 证 据 ， - 昌 了 然 
地 表明 ， 为 了 改善 教育 ， 应 该 减少 对 学 校 的 投资 。 这 个 结论 对 
每 个 纳税 人 会 很 有 吸 了 力 。 

可 懂 ， 还 有 比 我 全 眼见 的 为 多 的 事实 。 作 纳 在 -- 
篇 题 为 “在 救 育 上 花费 的 金钱 无 济 -二 事 吗 * 豪 中 者 到 了 
这 些 数 底下 的 另外 一 层 数 ,它们 没有 在 表 中 出 现 。 他 人 研究 了 
参加 SAT 考试 的 学 生 的 百分比 。 例 如 ， 在 衣 阿 华 ，-… 个 低 经 
费 却 居 最 高 SAT 等 级 的 州 ， 仪 有 3 先 的 学 后 参加 葵 坛 。 在 康 涅 
狄 格 ，-- 个 高 经 费 却 等 级 很 低 的 州 ， 有 78 名 的 学 生 参 加 考试 。 
正如 维 纳 所 指出 的 ,，“ 如 果 我 们 从 康涅狄格 参加 SAT 考试 首选 
取 前 3%， 他 们 的 平均 分 数 就 会 压 住 现 在 最 高 等 级 的 衣 阿 华 。” 

显然 ,在 以 其 表面 价值 接受 一 个 数 时 ， 我 们 不 可 能 太 说 
愤 。 况且 ， 围 绕 我 们 的 有 那么 多 争论 ， 我 们 很 准 探索 癌 在 它们 
的 表面 之 下 的 东西 。 在 一 个 热点 问题 之 中 ， 确切 无 疑 革 不 容 总 
辩 的 事实 如 钻石 - - 样 的 稀少 。 即 使 训 上 数 的 防护 钢 贺 ， 仍 有 许 
多 难以 解决 的 问题 : 这 数 是 如 人 可 发 现 的 ? 这 些 术 诸 是 如 何 定义 
的 ? 康 始 数据 是 什么 ? 如果 有 -- 次 民意 测验 ， 那 么 问题 是 怎么 
表述 的 ? 这 数 是 不 是 一 个 独立 的 研究 人 员 计 算出 来 的 就 像 在 
硬 科学 中 的 情形 一 样 ? 

一 个 男人 支持 者 的 团体 ， 想 要 指出 ， 女 人 不 是 惟一 的 那么 
二 的 人 群 ， 宣称“ 在 死因 牢房 中 ,超过 - 半 的 女人 谋杀 了 自己 
的 丈夫 ,但 那 里 仪 有 三 分 之 -的 男人 ， 汇 杀 了 自己 的 妻子 。” 
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这 是 对 的 : 实际 情况 是 ， 上 分 之 四 的 女人 ， 人 约 2 400 男人 中 
的 三 分 之 一 。 这 表明 ， 分 数 是 把 数 隆 栈 起 来 的 好 地 方 ， 否 则 那 
些 数 就 平淡 无 育 。 

有 了 时， 很 难 意识 到 ， 一 个 数 似 冷 实 热 。 对 那些 想 让 我 们 确 
信 的 数 尤 其 如 此 。 当 我 们 听 到 一 个 民意 测验 结果 ， 并 被 告知 
“其 误差 界限 为 +3%” 时 ， 我 们 觉得 我 们 了 解 这 个 民意 测验 准 
确 到 什么 程度 。 但 是 ， 正 如 路 易 斯 "哈里 斯 民意 测验 所 的 主席 
汉 弗 菜 -泰勒 所 告知 的 ,“ 这 是 不 对 的 。 民 意 册 验 的 亡 史 充满 超 
过 所 谓 误差 界限 的 “误差 ' 。” 即 使 这 样 ， 新 闻 广 播 员 还 会 不 断 
地 “保证 ”可 能 出 现 的 误差 在 控制 范围 之 内 。 这 样 做 的 目的 是 
给 民意 测验 涂 上 一 层 数学 精确 性 的 色彩 。 

最 热 的 数 之 一 是 疾病 控制 中 心 《CDC) 关于 HIV 病例 数 的 
估计 。 由 于 保密 问题 ， 这 个 数据 是 浮动 的 ， 估 计 为 600 000 到 
1 200 000。 要 求 增加 投资 以 与 艾滋 病 作 斗争 的 提倡 者 们 ， 希 望 
CDC 提高 其 官方 估计 。 那 些 曾 引进 遏制 艾滋 病 传 播 项 目的 人 
们 ， 却 想 降 低 这 个 合计， 以 证 明 他 们 的 项 目的 成 功 。 而 且 , 正 
如 一 个 专家 所 注意 到 的 那样 , “如 此 多 的 全 经 在 流行 病 方面 
投资 如 此 之 多 ， 以 致 任何 表明 流行 病 行将 消失 的 迹象 ， 部 会 在 
投资 者 中 产生 莫名 的 恐慌 。”CDC 处 于 无 赢 的 两 难 境地 ， 注 定 
会 触犯 某 个 强 有 力 的 集团 。 
为 了 确信 ， 一 个 特定 的 热 数 ， 可 以 上 调 或 下 调 ， 你 只 需 心 
算 -下 就 可 以 了 。 不 用 多 久 ， 你 就 会 发 现 ， 它 是 多 么 地 脆弱 和 
富有 弹性 。 虽 然 一 个 数 乍 看 起 来 似乎 没 法 不 相信 ， 它 可 能 就 是 
争论 中 的 -个 弱点 。 对 热 数 的 最 佳 防御 是 坚持 查看 所 由 产生 的 
计算 中 每 一 个 活生生 的 细节 ; 定义， 概述 中 的 问题 假设 ， 数 
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据 。 当 然 ， 一 旦 这 些 细节 被 暴露 于 光天化日 之 下 ， 热 数 也 就 随 
之 变 冷 ,失去 了 说 服 力 ， 而 且 可 能 对 任何 人 都 不 再 有 用 。 


第 四 章 ” 别 把 数 强 加 于 我 


给 某 事物 -个 名 字 ， 并 不 向 我 们 保证 它 的 存在 。 科 学 家 们 
曾经 认为 ， 火 是 他 们 称 之 为 “ 燃 素 ”的 物质 作成 的 。 他 们 还 认 
为 ， 光 是 通过 -种 介质 传播 的 ， 就 像 声 音 在 空气 中 传播 -- 样 。 
他 们 称 这 种 介质 为 “以 太 ”。 最 后 ， 就 像 己 经 获悉 没有 圣诞 老 
人 的 孩子 人 | 一样， 科学 家 们 发 现 不 存在 燃 素 ， 并 抛弃 了 以 太 的 
概念 。 但 是 ， 我 们 总 觉得 ， 如 果 有 -一 个 词 ， 那 一 定 有 以 这 个 词 
命名 的 东西 。 这 就 是 “有 烟 就 有 火 ”的 观点 。 

然而 ,还 有 另外 一 种 我 想 探索 的 心理 怪癖 。 我 们 总 是 倾向 
于 用 数 来 描述 事物 ， 而 且 更 愿意 只 用 一 个 数 来 衡量 它们 ,不管 
它 是 经 济 状况 还 是 人 的 智力 。 遗 败 的 是 ， 这 种 习惯 可 能 导致 毫 
无 意义 ， 区 至 有 害 。 虽 然 我 很 喜欢 数 ， 可 我 还 是 要 争辩 说 ， 数 
被 过 分 地 使 用 了 ， 而 且 我 要 提出 一 种 方法 ， 以 认定 它们 被 滥用 
的 常见 形式 。 

暂时 假想 我 们 从 末 听 说 过 数 。 即 使 这 样 ， 我 们 还 是 能 够 分 
辨 一 个 人 是 否 高 于 另 一 个 人 。 只 要 j 这 两 个 人 背 车 背 站 着 ， 看 
一 下 就 行 了 。 现 在 让 数 登 场 ， 并 利用 一 条 卷 尺 来 量 出 每 人 的 高 
度 。 于 是 ， 对 应 于 较 大 数 的 那 人 较 高 。 这 个 方法 使 我 们 能 够 确 
定 哪 一 个 人 较 高 , 即使 他 们 相距 甚 远 ， 甚 至 不 在 同一 城市 。 高 
度 是 一 个 十 分 简单 的 概念 ， 可 以 只 用 一 个 数 来 描述 。 出 于 这 个 
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原因 ， 我 们 说 高 度 是 一 维 的 。 

一 个 人 的 重量 也 是 一 维 的 。 母 需 用 数 ， 我 们 可 以 分 辨 一 个 
人 的 重量 是 否 大 于 另 -- 个 人 。 把 两 个 人 放 在 同 天 平 轴 距 离 相 等 
的 位 置 上 ， 看 谁 往 上 竹 ， 谁 往 下 沉 。 自 然 也 可 以 指望 有 一 种 方 
法 给 重量 配 上 数 。 

其 次 ， 让 我 作 ] 考 虑 所 有 可 能 的 颜色 。 每 个 颜色 能 否 只 用 一 
个 数 描述 ? 换 名 话说， 所 有 的 颜色 能 不 能 沿 一 -条 线 排列 起 来 ? 
为 了 回答 这 个 问题 ， 让 我 们 回顾 一 下 艺术 家 们 是 如 何 组 合 三 种 
原色 一 一 黄 、 蓝 、 红 一 一 以 获得 其 他 颜色 的。 例如 ，50% 的 黄 
色 ，50% 的 蓝 色 和 0% 的 红色 组 合 ， 得 到 绿色 。 或 者 60% 黄 
色 ,40% 蓝 色 和 0% 红色 组 合 ， 产 生 淡 绿色 。 把 50% 的 黄色 ， 
0% 的 蓝 色 和 50% 的 红色 混合 在 一 起 ， 你 会 得 到 构 黄色 。 或 者 
称 还 可 以 取出 20 儿 的 黄色 ，30 狗 的 蓝 色 和 50% 的 红色 ， 得 出 
另外 一 种 颜色 。 每 一 次 选取 总 和 为 100% 的 三 个 百分比 , 便 产 
生 一 种 不 同 的 颜色 ， 实 际 上 ， 只 要 选取 两 个 百分比 就 描述 了 一 
种 颜色 ， 因 为 它 决 定 了 第 三 个 百分比 。 例 如 ， 假 若 你 有 18% 
的 黄色 和 32% 的 蓝 色 ， 那 么 你 就 必定 有 和 0 免 的 红色 。 

园 高 度 和 重量 不 一 样 ， 颜 色 不 能 只 用 一 个 数 的 述 。 它 不 是 
一 维 的 。 不 可 能 把 所 有 的 颜色 排 在 一 条 线 上 。 这 就 给 颜料 制造 
商 造成 某 种 麻烦 ， 他 们 陈列 他 们 的 样品 色 片 ， 铺 开 来 就 像 一 个 
棋盘 里 的 方 格 一 样 。 

这 也 给 学 艺术 的 学 生 造 成 麻烦 ， 他 们 不 能 忍受 成 打 的 各 色 
软 管 。 为 减少 开支 和 杂乱 ， 他 们 可 以 只 买 几 管 ， 而 用 这 少数 几 
种 颜色 去 配 出 其 他 颜色 。 但 是 ， 如 果 一 周 之 后 他 们 回 到 他 们 的 
画 上 工作 ， 他 们 可 能 记 不 得 产生 一 种 确定 颜色 的 精确 组 合 。 
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无 疑 铅 ， 艺 术 学 院 的 整个 课程 就 是 讨论 颇 色 的 理 沦 与 实践。 

但 是 ， 颜 色 复 杂 得 很 ， 其 至 用 两 个 数 也 无 法 加 以 描述 。 艺 
术 家 们 还 必须 注意 “明暗 度 ” 和 “ 色 品 "“。 了 明暗 度 是 宰 述 一 种 
特定 的 颜色 有 多 亮 或 多 暗 ， 而 “ 色 品 ”是 指 颜色 的 强度 。 文 艺 
复兴 时 期 的 某 些 艺术 家 ， 只 用 有 限 种 颜色 作画 ， 侧 强调 明暗 
度 。 例 如 ， 达 ` 芬 奇 几乎 只 用 一 种 颜色 作 了 一 贴 肖像画， 但 却 
通过 明暗 的 强烈 对 比 ， 获 得 了 戏剧 性 效果 。 

代 蔡 高 度 、 重 量 和 颜色 ， 我 们 来 考察 草莓 。 食 物 科 学 家 已 
经 发 更 , 草莓 趾 含有 1 000 种 以 上 的 化 学 物质 ， 其 中 只 有 15 种 
对 味觉 有 重大 影响 。 味 觉 是 芳香 和 滋味 的 组 合 。 ( 当 冷 空气 堵 
塞 你 的 鼻子 时 ， 味 觉 甚至 可 能 消失 。) 食物 科学 家 和 生理 学 家 
尽管 作 了 很 多 研究 ， 但 仍 不 了 解 形成 - -个 人 的 味觉 的 机 理 。 或 
许 描述 味 的 感觉 需要 许 许多 多 的 数 ， 远 远 超 过 15 个 ， 或 者 随 
便 多 少 个 数 也 根本 不 可 能 描述 味觉 。 

撒 开 高 度 ， 重 量 ， 颜 色 和 味觉 ， 直 我 们 来 看 人 们 可 能 具有 
的 “智力 ”的 集合 。 不 管 “ 智 力 ” 是 什么 ， 握 说 它 可 以 用 一 个 
数 来 衡量 ， 则 所 谓 智 商 ， 或 简写 为 从 。 如 果 智 力 确实 能 用 一 
个 数 来 衡量 ， 那 它 必定 是 人 的 一 个 简单 特征 ， 像 高 度 或 重量 一 
桩 一 一 只 不 过 另 一 个 一 维 量 。 这 似乎 告诉 我 们 ， 人 的 心 知 要 比 
颜色 或 草 侮 的 味觉 简单 得 多 。 

但 是 , “智力 ”一 词 的 意义 是 什么 呢 ? 按照 一 本 词典 的 说 
法 ， 它 是 获取 和 应 用 知识 的 能 力 。 我 想 另 外 把 它 表 述 为 应 付 生 
活 挑战 的 能 力 。 这 就 处 及 到 判断 力 ， 经 验 ， 毅力 ， 情 绪 稳 定 
性 ， 社 交 技 巧 ， 阅 读 能 力 ， 以 及 应 用 所 获知 识 的 能 力 等 等 。 像 
从 素 或 以 太一 祥 ， 智 力 这 个 词 可 能 描述 一 个 如 此 含糊 不 清 的 概 
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念 ， 以 致 我 们 不 妨 认为 它 什么 都 不 措 述 。 这 就 是 说 ， 知 商 测 试 
只 能 衡量 应 付 智商 测试 的 能 力 。 ( 当 人 们 的 行动 达到 一 个 与 其 


智商 分 数 不 一 致 的 水 了 


EE 时， 被 称 为 超常 发 挥 首 或 反常 发 挥 者 。 


这 种 策略 便 把 对 测试 的 责难 转 到 了 和 人身 上， 这 个 人 展现 出 反常 


的 、 特 异 的 行为 。) 


心理 学 家 J.P. 纪 福 特 利用 统计 分 析 得 出 结论 :“ 至 少 有 


50 个 方面 属于 智力 简单 化 肯定 有 它 的 
本 性 是 异常 复杂 的 ， 我 们 也 要 面 对 这 个 于 


述 智力 至 少 需要 和 个 数 《 如 果 智力 真能 用 数 加 以 禧 述 的 话 )。 
雳 须 惊 唐 ， 一 个 对 波士顿 的 379 名 学 龄 儿童 从 1951 到 
1992 年 的 追 除 调 查 发 现 , “父母 加 于 儿童 的 求 成 压力 ， 是 比 早 


期 智商 分 数 更 强 的 关 ] 


工资 收入 与 十 作成 就 的 预报 因子 。” 另 


一 项 长 期 研究 得 出 结论 ， 在 预报 成 就 中 , “性 格 特征 ， 例 如 意 


志 力 ， 角 力 和 好 胜 ”， 


起 着 关键 的 作用 。 


我 狂想， 如 果 抛 弃 智商 测试 ， 文 明 世界 是 不 会 注意 到 这 个 


损失 的 。 毕 竞 ， 在 第 一 个 知 商 测试 被 提出 来 之 前 ， 我 们 产生 了 
文艺 复兴 ， 宪 法 和 工业 革命 ， 发 明了 火车 ,汽车 和 飞机 。 (大 
概 正 是 一 个 智商 测试 把 我 列 人 皮革 工 的 第 七 级 ， 当 时 我 作 了 一 
个 紫色 皮 夹 。 几 个 星期 之 后 ， 我 母亲 向 官方 申诉 ， 我 被 转行 去 


教 拉丁 语 。) 


在 19 世 纪 , 心理 学 家 们 声称 ， 他 们 能 用 脑子 的 体积 来 测 


量 智力 。 这 个 方法 以 一 个 给 人 印象 深刻 的 名 字 “ 头 盖 测 定 学 ” 
间 世 ， 早 已 消失 在 历史 的 垃圾 籍 中 。 作 为 20 世纪 成 果 的 智商 ， 
或 许 会 遭受 同样 的 命运 。 请 看 斯 蒂 芬 " 古 尔 德 的 《对 人 的 错误 
衡量 》， 该 书 对 于 把 智力 归结 为 一 个 数 的 各 种 努力 ， 有 引入 发 
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笑 的 详细 透彻 的 说 明 。 

在 我 们 履 于 只 用 一 个 数 描述 伍 何 性 岳之 前 ， 我 们 说 该 首 先 
闻 辣 自己 ，“ 它 果真 是 如 此 简单 ， 像 -个 人 的 高 度 一 样 ， 上 只 
一 维 的 吗 ?” 紧 接着 ， 摆 在 我 们 面前 的 关键 问题 是 ,“ 是 哲 有 
个 简单 的 方法 能 分 辨 出 ， 一 个 对 象 比 另 一 个 对 象 具 存 更 多 的 那 
个 量 。” 在 高 度 和 重量 的 情况 下 ,我们 已 经 看 到 ,回答 是 : 是 。 

询问 “ 谁 更 聪明 ， 莫 扎 特 还 是 爱 因 斯 坦 ?” 有 任何 意义 吗 ? 
这 个 问题 是 藻 次 可 笑 的 ， 它 告诫 我 们 ， 不 要 指望 智 万 能 用 一 个 
数 来 衡量 。 它 甚至 可 能 难以 用 一 组 数 来 梯 述 。 

当 比 较 各 个 种 族 的 智商 时 ， 事 情 就 更 加 荡 雇 了 分子 遗 传 
学 家 们 指出 ， 只 有 极 少 时刻 曾 闭 得 各 个 种 族 之 间 比 较 大 的 遗传 
差别 ， 即 使 他 们 可 能 已 经 分 开 了 100 000 年 ，100 000 年 只 是 一 
个 太 短 的 时 间 ， 以 致 大 脑 不 能 产生 重大 的 遗传 改变 。 在 同 -种 
族 的 个 体 之 间 的 差异 ， 远 比 种 族 之 间 的 差异 为 大 。 如 果 给 一 个 
个 体 指定 一 个 智商 已 经 是 不 可 靠 的 事 ， 那 么 给 一 个 种 族 指 定 一 
个 平均 智商 就 肯定 是 胡说 八道 。 

数 ， 赋 令 入 陶醉 ， 又 让 和 可怕。 在 我 们 社会 里 ， 数 的 运用 
者 往往 也 是 吴 话 的 运用 者 。~- 个 头面 的 政治 科学 家 曾经 介绍 过 
一 个 公式 ， 那 个 公式 产生 一 个 数 ， 据 称 志 以 衡量 - -个 国家 的 
“政治 不 稳定 性 ”。 奇 怪 的 是 ， 按 照 这 个 公式 ， 法国 是 不 稳定 
的 ， 而 南非 是 稳定 的 ; 这 是 在 那样 一 个 时 和 代 ， 任 何 - 个 读 报 的 
和 人 都 知道 ， 反 面 是 真实 的 。 没 等 这 位 政治 科学 家 被 提名 进 国家 
科学 院 ， 这 个 公式 就 被 〈 一 位 数学 家 ) 作为 雇 论 给 分 析 和 揭露 
了 。 这 位 政治 科学 家 的 主要 辩解 ， 似 乎 就 是 对 数学 家 的 人 格 进 
行 攻击 。 
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下 面 是 另 一 
杂事 物 的 本 质 。 


《纽约 时 报 》 在 一 张 标题 为 “ 美 


-个 例子 ， 表 明 只 用 一 


个 数 不 大 可 能 揭示 任何 复 


本 工资 状况 的 抽样 调查 ” 


的 表 中 ， 对 1994 年 9 种 职业 的 收入 作 了 比较 。 为 了 进行 比 


较 ， 它 不 得 不 用 单个 数 来 措 述 每 一 项 收入 。 


它 选取 “ 周 收 入 中 


值 ”作为 衡量 标准 。 对 于 内 科 医 生 ， 相 应 的 数 是 996 美元 ， 约 


合 52 000 美元 一 年 ， 这 个 数字 给 我 的 印象 是 : 


E 常 之 低 。 


我 写 信 给 为 这 张 表 提 供 数 


据 的 劳动 统计 办 公 室 。 在 他 们 天 


给 我 的 一 张 计 算 机 计算 结果 打印 表 中 ， 信 息 是 ， 对 他 人 j 的 内 科 


医生 样本 , “平均 ” 周 收入 是 1 586 美 元 。 (按照 美 


国际 学 会 
机 


计 ， 


都 相 


1991 年 的 平均 数 是 3 281 美元 
同 。) 注意 ， 中 值 和 平均 数 是 


， 当 时 内 科 医 生 的 收入 几乎 
上 分 不 同 的 概念 。 中 值 996 


美元 告诉 我 们 ，-- 半 内 科 


人 的 医生 的 大 量 出 现 。 
基于 一 个 样本 为 358 000 
数据 分 类 ， 如 第 29 页 图 所 未 。 


这 些 数 比 


医生 挣 的 钱 少 于 这 个 数 ， 
于 这 个 数 。 平 均 数 比 中 值 大 这 么 多 ， 是 由 于 在 这 种 1 


位 全 日 工 


任何 一 个 数 都 说 明 更 多 的 


而 另 一 半 多 
情况 下 高 收 


作 挣 工资 的 内 科 医 生 的 


问题 。 只 用 一 个 数 来 擅 


述 一 种 职业 的 工资 收入 的 任何 企图 ， 都 必定 要 牺牲 重 要 的 信 


息 。 长 至 表 中 的 这 么 多 数 
挣 工资 三 倍 于 熟练 的 内 利 


也 不 反映 全 貌 。 例 如 ， 
医生 。 无 沦 我 


心 外 科 医 生 所 
门 用 多 少 个 数 ， 都 不 容 


易 达 到 真实 的 基石 。 确 消 无 疑 的 事实 是 稀世 珍宝 ， 不 管 是 用 言 


请 还 是 用 数 表述 都 是 一 样 。 


想 把 一 个 概念 归结 为 单个 数 的 激情 仍然 应 该 保持 。 变 模糊 
为 精确 ， 变 复杂 为 简单 ， 把 只 是 我 们 想象 的 事物 变 为 班 实 ， 肯 
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内 科 医 生 数 (单位 :于 ) 


EA 


周 工资 (美元 ) 


定 是 令 人 愉快 的 。 不 幸 ， 重 要 的 是 ， 在 后 基 中，- - 维 的 东西 是 
很 少 的 。 


第 五 章 事例 与 数字 


当 卫 生 局 医务 主任 宣称 ， 根 据 持续 几 十 年 的 多 次 大 量 研 


究 , 每 天 有 1 000 名 美国 人 死 于 吸烟 时 ， 我 们 可 以 回应 说 ， 


“ 弄 权 报 每 天 吸烟 两 


包 ,， 却 活 到 101 高 龄 。 我 们 可 能 认为 ， 通 


过 这 个 回答 ， 我 们 已 经 反驳 了 医务 主任 的 断言 。 我 们 的 个 人 经 


验 ， 虽然 只 是 一 个 4 
有 说 服 力 的 。 


\ 祥 本 ,但 它 毕 竟 是 赫然 显现 的 ， 生 动 的 和 
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我 们 的 观点 从 何 而 来 呢 ? 它们 常常 是 在 少数 事例 基础 上 的 
推广 。 看 到 - 个 邻居 做 这 做 那 ， 我 们 就 可 能 推 及 所 有 红 发 人 或 
所 有 瘦 个 子 。 按 照 这 种 方法 ,我们 相信 息 己 感知 的 证 据 。 或 
者 ,我 们 也 可 能 相信 为 我 们 引证 一 个 可 能 真实 也 可 能 虚构 的 例 
了 于， 然后 加 以 推广 的 菜 领 导 和 人。 无 论 在 哪 种 情况 下 ， 我 们 都 是 
根据 有 限 的 信息 作出 结论 。 我 们 把 这 种 方法 叫做 “事例 推理 ”， 
它 往往 是 以 一 些 富 于 戏 副 效 果 的 例子 为 基础 ， 而 不 管 它 是 最 坏 
的 剧本 还 是 最 好 的 剧本 。 令 人 惊奇 的 是 ， 关 于 公共 政策 的 许 许 
多 多 争论 ， 都 是 通过 引用 一 些 极端 事例 来 进行 的 ， 而 这 些 极端 
事例 。 或 是 真实 的 ， 或 是 虚构 的 。 由 于 其 特有 的 本 性 ， 这 种 方 
法 常常 存 有 内 在 的 偏颇 。 

在 福利 体制 的 争论 中 ， 某 人 可 以 引用 - -个 欺骗 政府 的 接受 
者 作为 例证 。 别 人 在 反驳 中 ， 可 能 提 到 一 -个 中 产 阶级 的 妇女 ， 
她 在 一 局 之 内 失去 ， 了 丈夫 和 工作 ， 需 要 福利 救济 才能 生存 。 
事例 推理 相反 ， 有 一 种 为 避免 根据 过 少 例证 作出 结论 而 
设计 的 科学 方法 。 数 ， 而 不 是 语言 ， 是 其 主机 工具 。- -位 统计 
学 家 提出 ,“ 我 只 相信 上 帝 ， 其 他 都 必须 提供 数据 。” 按照 这 种 
方法 ， 人 人 不 是 根据 极端 事例 作出 结论 ， 而 是 把 注意 力 放 在 极 
其 大 量 的 事例 上 。 在 某 种 意义 上 说 ， 这 个 方法 与 事例 推理 完全 
相反 。 因 为 有 时 它 会 剔除 给 人 误导 的 极端 事例 。 下 面 将 通过 几 
个 例子 ， 对 这 两 种 方法 进行 对 比 。 

亚 师 真能 帮助 警察 解决 犯罪 问题 吗 ? 回答 这 个 问题 的 方 让 
之 一 ,是 考虑 警察 兽 向 巫师 求教 的 众所周知 的 犯罪 案件 ,回忆 巫 
师 的 见解 有 无 帮助 。 这 个 回答 依赖 于 偶然 想到 的 案例 。 这 是 日 
常生 活 中 常用 的 方法 ,在 这 种 方法 中 ,争论 双方 都 把 个 别 事例 抛 
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向 对 方 。 为 要 解决 这 个 问题 ,洛杉矶 警察 局 决定 采用 科学 方法 。 

这 就 是 警察 心理 学 家 N. 克 里 佛 和 M. 雷 塞 所 进行 的 实验 。 
一 个 侦探 挑选 出 6 个 谋杀 案件 ,并 从 每 个 犯罪 现场 抽取 了 证 据 。 
然后 指定 12 位 下 是 ,12 位 侦探 和 11 位 大 学 生 , 根 据 证据 写 出 对 
受害 者 和 杀人 犯 的 描述 。 这 三 组 人 的 回答 在 数量 上 差别 很 大 ， 
其 中 巫师 的 描述 平均 为 单行 打字 的 一 -页 尘 , 而 另 两 组 人 只 有 四 
分 之 一 页 。 叉 师 的 回答 也 在 特性 上 有 所 关 间 ,他 们 以 较 多 的 细 
节 和 自信 显现 他 们 的 直觉 。 他 们 的 视觉 之 典型 老 如 下 : 


我 着 到 某 种 医院 ， 手 术 室 ……' 三 改 枪 可 造成 的 伤 
下 我 看 得 很 清楚 。 
或 者 

名 字 ; 善于 斯 。 他 的 右 腕 有 问题 。 我 不 断 看 到 数 
字 62。 
或 者 

8 月 9 日 。 关 于 8 月 9 日 有 某 种 重要 事情 …… 打 
网 球 。 


因为 巫师 们 的 报告 比 “ 对 照 ”组 一 一 侦探 和 大学生 一 一 的 报告 
长 得 多 ， 命 中 的 机 会 应 妆 更 多 。 尽 管 有 这 个 有 利 条 什 :， 焉 师 们 ] 
的 信息 并 不 好 。 没 有 人 一 一 巫师 或 对 照 组 的 人 一 一 提 由 任何 有 
的 信息 ， 例 如 姓名 ， 牌 照 号 码 或 位 置 。 

他 们 所 作 的 准确 陈述 数 如 下 : 巫师 34; 侦探 27; 学 年 39， 
这 些 差别 在 统计 上 是 无 关 紧 要 的 - 

克 里 佛 和 填塞 作 出 结论 : “使 用 焉 项 不 可 能 产后 育 用 的 信 


二 
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息 。 自 我 歇 嘲 的 焉 师 人 


] 往 往 以 使 人 非 信 不 可 的 方式 提供 他 们 的 


， 或 者 这 种 方式 就 是 在 法 律 实施 中 某 些 关 于 精神 力量 的 绝 
对 信仰 的 原因 。 人 们 信服 ， 更 多 地 是 由 于 信息 的 戏剧 性 特征 ， 


而 不 是 由 于 它 的 价值 。 


我 们 不 必要 是 统计 学 家 ， 来 进行 和 解释 这 个 实验 。 数 字 说 


明了 问题 。 
逻辑 学 家 马丁 - 戴 


维 斯 以 同样 的 精神 提出 了 一 个 方法 ， 测 


试 一 个 占星 术 家 的 本 领 。 通 常 一 个 占星 术 家 被 告知 一 个 人 的 黄 
道 十 二 官 ， 然 后 椎 算出 关于 这 个 人 的 特征 与 生活 的 种 种 情节 。 
让 占 量 术 家 根据 关于 你 的 特征 与 生活 的 信息 计算 出 你 所 属 的 
宫 。( 旺 术 学 家 可 以 询问 任何 问题 ， 只 要 这 个 问题 的 答案 不 提 


供 你 的 生日 的 线索 。》 


当然 ， 因 为 有 12 宫 ， 星 术 学 家 单 赁 猜 


测 ， 有 十 二 分 之 一 的 机 会 猜 对 。 为 减少 这 种 机 会 ， 可 让 比如 
说 ) 24 个 人 去 问 他 们 所 属 的 宫 。 即 使 没有 占星 术 的 本 事 ， 一 


个 人 大 约 能 铺 对 两 次 。 
答案 的 机 会 是 极 小 的 。 


但 是 , 要 从 24 个 中 至 少 获得 12 个 正确 
戴 维 斯 没有 进行 这 个 实验 ， 但 或 许 在 一 


次 社交 性 聚会 上 ， 这 是 不 难 实现 的 。 关 键 的 人 物 是 一 个 自信 的 


占星 术 家 。 


在 离开 这 个 超自然 王国 之 前 ,我 将 找 述 我 曾经 作 过 的 一 个 
试验 ， 也 请 你 重复 作 一 次 。 

新 年 前 后 ， 当 你 在 食 杂 店 的 收 款 台 前 等 候 付 账 时 你 会 看 到 
一 全 小 报 ， 其 上 登载 了 巫师 们 对 新 的 一 年 所 作 的 种 种 预言 。 我 


买 了 一 份 保存 下 来 。 生 


EF 末 我 来 核对 ， 着 有 多 少 个 预言 被 证 明 是 


定 的 预言 计算 在 内 。》 


正确 的 ， 多 少 个 是 错误 的 。 (我 没 把 那些 模 核 两 可 使 我 无 法 确 


平均 命中 率 只 是 5 铝 。 
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把 这 告诉 小 报 是 毫 无 意义 的 ， 因 为 我 知道 它 的 读者 喜欢 这 
些 预 言 , 越 令 人 惊奇 越 好 。 你 也 可 以 对 参加 年 度 预报 典礼 的 任 
何 先知 ,不管 他 是 普 师 、 经 济 学 家 ， 还 是 政治 和 权威， 实施 类 似 
的 检验 ，- -年 之 后 ， 凋 你 检验 他 们 时 ， 你 就 会 发 现 ， 你 在 破坏 
一 条 不 成 文 的 法 规 : 御 回 看 是 无 礼 的 ， 

当 我 看 地 方 新 闻 时 ， 前 分 或 10 分 名 
成 警 成 线 的 犯罪 场 早 。 名 使 在 -个 方便 量 
在 2 000 盟 之 外 ， 也 会 向 我 
期 间 ， 我 坚 检 查 我 的 门 是 否 锁 好 、 伍 是 ， 
的 这 段 时 晤 时， 网 承 昆 引 [人 ji 
个 问题 也 可 货 助 于 数 加 以 研究 

不 必 等 信 公路 找 出 
中 之 中 。 打 题 不 在 于 缺乏 于 庆 、 
为 -个 例子 ， 联 者 调查 局 Can en 
年、 其 中 包含 的 数字 比 在 何 -- 个 人 能 够 收集 独 的 都 多 : 
- 看 看 ， 对 英国 在 20 年 可 的 凶杀 事件 数 日 的 升降 ， 它 
告诉 我 们 什么 。 

右边 的 图 显示 出 从 1973 
到 1992 年 每 年 的 凶杀 事件 数 。 
1984 年 最 低 ， 为 18 700， 而 
1991 年 最 高 ， 为 24 700。 有 稍 
稍 向 上 的 趋势 . 但 是 ， 在 此 期 
间 内 ， 人 大 口 从 2.10 亿 增 长 到 
了 2.55 亿 。 对 我 们 更 为 方便 
的 是 ，FBI 记 大 口 的 增加 考虑 在 内， 坦 供 了 另外 一 张 表 ， 显 示 

SS 


带 部 a 


ny 于 汪洋 


1975 1980 1985 1990 
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每 100 000 居民 的 凶杀 案 数 。 这 个 比率 以 1973 年 的 9.4 开始 ， 
以 1992 年 的 9.3 告终 。 下 图 显示 相同 的 20 年 亲 的 比率 。 
一 人 这 个 图 撒 传 递 闭 与 其 他 


站 网 形 不 同 的 信息 。 它 描绘 的 
3 。 不 是 -个 向 上 的 趋向 ,而 是 罗 
8 ， 杀 率 围绕 9/100 000 的 比率 上 
3, 上 下 下 。 它 肯定 不 表明 有 突 

, 然 地 提高 。 只 不 过 在 电视 新 


1975 1980 1985 1990 。 闻 热 袁 于 罪行 报道 的 期 间 有 
所 增长 。 而 且 , 在 1995 年 , 若 
干 大 城市 中 的 凶杀 率 大 大 地 下 降 了 。 这 表明 ,要 获得 -个 可 靠 的 
事实 是 多 么 困难 ,而 我 们 可 能 被 3| 人 歧途 是 多 么 容易 。 
读者 可 以 浏览 “恶性 袭击 事件 ",“ 夜 盗 行为 ”,“ 机 动车 次 
窃 ” 等 等 。 某 些 比 率 有 所 上 升 ， 某 些 有 所 下 降 。 有 足够 的 数据 
可 以 服务 于 你 想 要 作出 的 任何 例证 。 
在 我 离开 FBI 的 报告 之 前 ， 我 要 谈 谈 “正当 杀人 "”， 它 指 
的 是 一 个 普通 公民 杀 死 一 个 正在 犯罪 的 重罪 犯 。1990 年 ，276 
起 这 类 案件 涉及 火器 。 这 些 杀 人 案件 包括 房 主 枪击 窃贼 的 案 
例 。 于 是 ， 我 查阅 另外 一 个 非常 好 的 各 种 数字 的 仓库 一 《 美 
国 统计 摘要 》， 发 现 那 一 年 有 1 416 件 与 火器 有 关 的 意外 死亡 。 
根据 国家 安全 委员 会 的 一 个 年 度 出 版 物 ， 这 些 死者 中 有 800 人 
是 在 家 里 。{ 显 然 , 我 们 已 经 深 深 陷 人 数 的 泥潭 之 中 。) 这 就 意 
味 善 ， 相 对 于 每 一 个 在 室内 被 枪杀 的 窃贼 ， 大 约 有 3 个 无 率 的 
人 表 失 了 生命 。 这 个 比值 提出 了 一 个 关于 家 庭 拥有 枪支 的 好 处 
和 危险 的 严肃 问题 。 
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夜间 开车 是 否 比 白天 开车 更 危险 ? 我 曾 有 一 个 基于 以 事例 
为 证 据 的 看 法 ， 但 我 想 科 学 方法 会 是 适用 的 。 我 决定 把 每 个 小 
时 的 究 故 数 同 相应 的 交通 车 进行 比较 。 例 如 ， 如 果 这 一 天 一 个 
特定 的 小 时 占有 日 事故 量 的 6% ， 而 只 占有 日 交通 量 的 3%， 
那么 它 就 是 一 个 高 危险 小 时 。 另 一 方面 ， 如 果 一 个 小 时 占有 日 
事故 量 的 3% 和 日 交通 量 的 6% ， 它 就 是 一 个 低 危 险 小 时 。 

碰巧 ， 加 利禄 尼 亚 交 通 局 逐个 小 时 记录 了 许多 条 道路 和 公 
路 上 的 交通 量 。 公 路 巡逻 队 保 存 有 也 按 小 时 计 的 致命 车 辆 事故 
的 记录 。 想 要 对 它们 进行 比较 ， 我 向 他 们 要 了 几 磅 计算机 结 
打印 纸 。 下 图 总 结 了 他 们 的 数据 。 


每 小 时 百分比 


M24568 I0N2468%10M 
时 间 


该 图 展示 每 小 时 百分比 。 例 如 ， 如 果 一 天 24 小 时 的 交通 
量 相 同 ， 那 么 每 个 小 时 就 有 全 日 交通 量 的 1/24, 或 大 约 4% 。 
但 是 ， 交 通 量 是 变化 的 。 夜 间 交 通 量 较 轻 。 白 天 交通 量 较 重 ， 
早 农 和 傍晚 急剧 上 升 ， 形 成 两 个 高 峰 。 
事故 曲线 和 交通 量 曲线 不 一 样 。 从 早 6 点 到 晚 6 点 , 它 貌 
似 交通 县 曲线 ,如 所 预期 。 但 是 ,为 什么 在 交通 量 如 此 之 少 的 夜 
间 它 会 如 此 之 高 ? 这 不 可 能 只 是 由 于 黑暗 ,因为 在 交通 量 只 有 
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些许 减少 的 时 间 里 一 里 2 点 到 早 4 点 ,事故 率 却 大量 下 降 。 

为 了 有 助 于 搓 开 这 个 迹 ， 我 把 在 一 天 内 任 一 小 时 的 风险 或 
危险 定义 为 将 事故 百分比 除 以 交通 量 百 分 比 所 得 的 数 。 例 如 ， 
如 果 一 个 小 时 有 6% 的 事故 ， 但 仅 有 3% 的 交通 量 ， 那么 风险 
就 是 6/3， 或 2。 另 一 方面 ， 如 果 一 个 小 时 仅 丰 3% 的 事故 , 但 
却 有 6% 的 交通 量 ， 珊 么 风险 就 是 3/6 ,或 0.5。 在 -小 时 之 
内 ,如 果 有 大 量 的 事故 ,而 交通 量 其 为 称 少 , 那 风 险 就 大 ， 和 
四 另 一方 In ,而 安 通 量 密生 ,站 这 个 就 小 


“看 阁 人 下 市 单 生 事 才 的 司机 
， 也 储存 在 计算 机 里面。 


M246810N246810M 
时 间 


血 访 中 酒精 含量 (BAC) 至 少 为 f%o (1 000 份 血液 中 1 份 
酒精 ) 钴 意味 着 司机 醉酒 了 ， 或 称 之 为 “ 醇 酒 的 ”司机 。 (后 
来 ， 加 利 福 尼 亚 皂 这 个 界限 人 降低 为 0.8%e。》 BAC 为 0， 我 们 
称 之 为 “未 饮酒 的 ”。BAC 介 于 二 者 之 间 ， 我 们 称 之 为 “饮酒 
的 "。 下列“ 图 显示 出 一 天 之 内 醉酒 司机 和 未 饮酒 司机 的 变化 
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情况 。 在 第 二 个 图 中 我 使 用 不 同 的 比例 尺 ， 因 为 醉酒 司机 非常 
之 少 。 


未 饮酒 司机 的 交通 


未 饮酒 司机 数 


Lia 
M246810 N246810M 
时 间 


我 发 现 特别 有 意思 的 是 ， 醉 酒 图 实际 上 和 风险 图 的 形状 一 
样 。 这 不 是 巧合 。 当 风险 达到 它 的 顶 蜂 期 闻 ， 大 约 80% 的 致 
命 事 故 与 酒精 有 关 。 在 白天 ， 这 个 数字 降 为 20%。 


5 了 汕 司 机 交通 车 


0 
M2468BI0N246810M 
时 间 


我 忍 不 住 要 来 估计 醉酒 司机 的 风险 因子 。 把 这 些 打印 结果 
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和 其 他 数据 结合 起 来 ， 我 发 现 ， 在 白天 和 夜间 的 任何 时 候 ， 醇 
酒 司机 的 风险 因子 约 为 未 饮酒 司机 的 100 倍 。 

当 我 把 这 些 结论 的 一 部 分 发 表 于 《萨克拉门托 蜜蜂 报 》 
(萨克拉门托 是 美 一 城市 一 译注) 时， 美 联 社 也 拾 起 了 这 个 
话题 。 一 连 好 几 星 期 ， 报 社 记者 和 谈话 节目 主持 人 对 我 进行 了 
电话 采访 。 虽 然 任 何人 者 知道， 饮酒 与 开车 结合 是 不 好 的 ,但 
使 人 惊奇 的 是 ， 这 种 结合 竟 是 如 此 的 危险 。 

在 分 析 许 多 其 他 问题 中 , 数 ， 再 加 上 一 点 此 算术 ， 可 以 代 
替 轶 事 传闻 和 花言巧语 。 例 如 ， 职 业 拳 击 是 不 是 脱离 贫困 的 
个 途径 ? 对 和 冠军 而 言 ， 或 许 是 ， 但 对 十 堵 些 不 人 引信 注意 ,以 
被 打 得 旱 头 转向 告终 ， 而 又 没有 任何 有 放 技 能 的 拳击 于 ， 情 况 
怎么 样 呢 ? 他 们 ] 的 故事 是 不 会 出 现在 宫 方 体育 杂志 上 的 。 为 了 
解 全 貌 ， 我 们 是 否 应 沪 把 脱离 贫 末 的 拳击 于 效 目 ， 问 没有 掌握 
有 有 用 技能 ， 更 加 深 陷 贫困 的 拳击 于 数目 ， 进 行 对 比 呢 ? 《毕竟 ， 
除 拳 击 外 ， 没 有 任何 职业 需要 工人 具有 把 舍得 失去 知觉 的 能 
力 。) 同 桩 的 站 题 可 以 对 篮球 提问 。 在 这 方面 ，500 000 年 轻 人 
中 不 到 1 多 的 人 以 在 中 学 打 篮球 获得 进入 大 学 的 奖学金 .在 大 
学 打球 的 人 ， 只 有 极 少 数 能 进 和 职业 社 团 。 热 心 体育 者 可 能 想 

找 出 为 回答 这 些 问 题 所 需要 的 数字 。 

令 人 惊奇 的 是 ， 我 们 平常 用 言语 表达 的 许多 问题 ， 部 可 以 
而 且 应 该 引进 数字 ， 用 科学 方法 进行 研究 。 读 者 会 下 
今 报 端的 争论 中 找到 大 晶 的 例子 一 一 争论 的 解决 常常 省 勘 于 
辩 而 浮夸 的 谋略 ， 例 如 世人， 吕 构 假设 的 事例 ， 或 了 用 极端 潭 
非典 型 的 例证 。 

摆 在 我 们 国家 面前 的 向 题 的 大 规模 和 复杂 性 ， 要 求 我 们 解 
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决 问题 的 方法 适当 地 现代 化 。 我 们 需要 更 多 的 这 样 -- -个 现代 化 
的 象征 。 


第 六 章 ”不 一 定 是 这 样 


围绕 数学 有 许多 不 应 有 的 不 正 克 的 说 法 。 这 可 能 源 于 琴 种 
情况 的 组 侣 。 一 方面 ， 每 个 人 几乎 每 天 都 接触 一 点 数学 ; 另 一 
方面 ， 大 部 分 数学 远离 日 常 社会 生活 ， 处 于 特殊 符号 和 神秘 定 
广 的 王国 之 中 。 我 们 对 一 个 学 科 了 解 得 越 少 ， 我 们 就 越 少 为 有 
关 事实 所 累 ; 所 以 我 们 就 有 更 多 的 自由 形成 对 该 学 科 的 观点 。 
而 且 ， 我 们 信 爷 的 基础 越 是 动摇 ， 我 们 往往 会 更 加 强烈 地 要 抓 
住 它 ， 保 护 它 ， 似 乎 我 们 依恋 的 强度 就 是 其 真实 性 的 证 据 。 

本 章 欧 批 驱 一 些 荒诞 说 法 ， 而 对 另 一 些 荒诞 阅 靶 提出 疑 
间 ， 虽 然 这 些 说 法 可 能 是 迷人 的 和 常见 的 。 

存在 数学 才能 的 基因 

为 美国 大 部 分 人 所 持 有 的 这 种 信念 ， 是 远离 带 有 普遍 性 的 
生活 方式 的 。 我 从 未 见 到 支持 这 一 信念 的 根据 。 相 反 ， 对 于 在 
学 习 数 学 中 为 什么 一 个 人 会 比 另 … 个 人 作 得 更 好 ， 我 有 更 加 简 
单 得 多 的 解释 : 在 工作 上 有 效 利用 时 间 ， 也 就 是 说 ， 把 太 量 的 
时 间 用 于 精心 组 织 的 研究 。 任 何 一 个 关 掉 电视 ， 注 意 细节 而 又 
有 坚持 性 的 正常 人 ， 都 能 学 习 数 学 。 我 是 在 谈 学 习 现 已 存在 的 
数学 ， 而 不 是 谈 建立 新 的 数学 。 我 的 这 一 结论 ， 是 基于 我 教 几 
千 名 大 学 生 和 在 学 校 中 辅导 的 经 验 。 一 个 人 的 身高 ， 休 重 ， 发 
色 ， 种 族 ， 性 别 或 国籍 都 与 此 亡 关 。 这 个 意见 适用 本 幼儿 轩 小 
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fr Le 
孩 直 到 博士 研究 生 ， 甚 至 更 大 的 范围 。 


当然 ， 是 有 那样 的 情况 ， 数 学 家 的 孩子 成 为 数学 家 。 但 
是 , 同样 也 有 ， 马 戏 团 杂技 演员 的 孩子 成 为 马戏 团 杂 技 演员 。 


没有 人 提出 ， 存 在 马戏 团 杂 技 演员 的 基因 。 
数学 中 没有 新 内 容 。 它 是 一 个 伟 死 的 学 科 
人 们 可 能 以 为 ， 所 有 数学 都 在 几 个 世纪 以 前 

了 ， 因 为 在 学 校 全 部 课程 中 没有 提出 别 的 东西 。 

十 进 制 ， 可 以 回 济 到 公元 600 年 的 印度 数学 家 ， 


就 发 明和 完善 
自然 数 符号 的 
1202 年 由 利 奥 


拉 多 . 韭 波 那加 引 入 欧洲 。0 和 1 之 问 的 数 的 十 进 制 符号 ， 在 
欧洲 可 以 回溯 到 大 约 1 600 年 ， 而 阿拉 伯 数 学 家 早 在 1 000 年 


左右 就 已 经 知道 。 


几乎 全 部 中 学 几何 都 取材 于 公元 前 300 年 左右 欧 几 里 德 的 
本 书 。 三 角 学 是 希腊 天 文学 家 在 大 约 1 800 年 前 充分 发 展 


的 。 


负数 和 使 用 字母 表示 数 可 以 回 湖 到 17 世纪 。 用 字母 表 前 
面 的 一 些 字母 表示 常数 ， 和 用 x，y，z 表示 变数 或 未 知 数 的 实 
践 ， 甚 至 可 以 回溯 到 更 远 的 年 代 。 学 生 所 看 到 的 几乎 所 有 数 


学 ， 从 幼儿 园 的 数学 到 微 积分 ， 都 是 至 少 经 历 了 . 
物 。 这 并 不 是 说 它们 是 过 时 的 。 远 非 过 时 。 它 们 


三 个 世纪 的 古 
仍然 是 进入 数 


学 典 堂 的 前 门 。 教 授 或 学 习 已 有 【比如 说 ) 600 年 历史 的 数学 


没有 错 。 它 仍 是 大 多 数 人 需要 的 数学 。 毕 竟 ， 说 


这 样 一 些 直 


接 来 自 拉丁 语 的 有 用 词汇 ， 例 如 item 项目， 条 


款 )，exit (出 


口 )，agenda〈 议 事 日 程 ) 或 eredit (信任 。 荣誉 )， 


么 此 摩 ， 它 们 都 经 历 了 大 约 2 000 年 的 历史 。 


并 不 带 来 什 


但 是 ， 数 学 并 没有 躺 倒 在 它 的 荣誉 上 ， 还 在 继续 发 展 。 事 
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实 上 ， 它 仍 处 在 它 的 黄金 时 代 ， 从 文艺 复兴 时 期 以 来 - :由 在 不 
断 延 促 。 假 如 让 :我 挑 出 这 -阶段 的 起 给 日 期 ， 函 就 是 1439 年 
上 出 书本 的 


转变 ， a 


《数学 ne 只 是 介 细 新 的 的 和 3 
就 需要 600 页 。 在 -年 其 
上 作 。 虽 然 这 些 研究 的 : 
重要 部 分 会 持久 。 对 于 大 部 分 新 
续 下 去 ,哪些 会 从 眼 面 前 消失 ， 是 个 于 
果 一 种 新 的 真知 灼 见 解决 了 
-个 重 间 领域 的 基础 ， 或 者 4 3 

那 它 显 然 是 不 会 很 快 被 人 遗 后 UP 依据 的 时 1 i 
果 ， 原来 可 能 被 认为 几乎 没有 意 久 ， 现 在 突然 溢 江 明 有 控 久 吃 
重要 性 。 

数学 家 所 作 的 全 部 工作 就 是 研究 数 

许多 数学 家 ， 例 如 人 逻辑 学 家 ， 拓 扑 学 家 ， 代 数学 家 和 理论 
计算 机 科学 家 ， 可 能 根本 不 作 任何 计算 ， 让 全 根本 醚 不 普 数 ; 
有 些 十 分 重要 的 发 现 ， 不 涉及 数 。 

我 将 以 1926 年 发 表 的 LE. 布 劳 维 尔 《1881--1966)“ 不 
动 点 定理 ”为 例 ， 对 它 作 个 非 正 式 的 叙述 。 

设想 你 有 一 个 圆 纸 片 帮 在 点 上 拿 起 来 ， 
愿意 这 么 作 多 少 次 就 作 多 少 次 ， 但 不 要 把 人 伏 
保持 折 登 的 样式 ， 将 它 放 回 到 桌子 上 原来 所 处 的 加 需 2 7 
劳 维尔 说 ， 纸 中 至 少 有 一 点 要 回 到 它 原先 记 处 的 位 置 , 或 者 直 


| 
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接 位 于 它 的 初始 位 置 之 上 。 这 是 很 不 明显 的 ; 这 个 证 明 是 被 称 
之 为 拓扑 学 的 领域 的 一 部 分 。 

这 里 是 男 -…- 个 例子 , 它 来 自 对 策 论 和 物理 学 。 比 方 说 ,让 你 
用 字母 a, b,c 构成 一 条 字母 “ 线 ”( 无 意义 的 词 )。 例 如 , ae- 
cbacbac 就 是 一 条 线 。 这 条 特殊 的 线 碰巧 包括 一 条 更 短 的 线 , 它 
由 一 条 线 的 两 个 复制 品 所 构成 。 例 如 , 它 包含 cc 线 ,是 “ 线 的 
重复 。 它 也 包含 cbacba 线 ,是 cha 线 的 重复 。 它 还 包含 bacbae， 
E 复 。 但 是 abasbabeab 线 不 包含 重复 的 线 。 问 | 题 是 ， 
线 的 线 能 有 多 长 ?" 令 人 惊奇 的 是 ,存在 不 包含 这 种 重 
复 的 没完 没 了 的 线 。 还 请 注意 ,在 这 个 问题 中 , 数 不 起 任何 作 
用 。( 这 里 有 一 个 有 趣 的 此 种 风格 的 问题 ;假如 只 允许 你 使 用 a 
和 两 个 字母 ,你 能 作 一 条 多 长 的 无 重复 子 线 的 线 ?) 

数学 家 把 整 天 的 时 间 和 都 用 在 计算 机 上 

许多 数学 家 甚至 不 拥有 计算 机 ， 许 多 数学 家 只 是 把 它 用 作 
文字 处 理 机 。 某 些 数学 家 确实 用 计算 机 进行 计算 ， 但 那 是 些 繁 
重 的 计算 ， 或 者 是 用 手 一 生 都 做 不 完 的 计算 。 计 算 机 提供 信 
息 ， 导 致 新 的 见解 和 问题 。 在 这 方面 ， 计 算 机 服务 于 数学 家 ， 
就 像 望 远 镜 服务 于 天 文学 家 一 样 。 我 相信 ， 天 文学 家 不 会 整 天 

数学 家 从 公理 出 发 ， 看 能 推出 些 什么 定理 ， 然 后 寻找 例子 

新 数学 不 是 以 这 种 死板 的 有 序 的 方式 产生 的 。 否 则 ， 数 学 
就 会 很 快 干 润 。 

现在 来 看 看 ， 新 数学 通常 是 如 何 建立 的 。 它 始 于 某 人 试图 
解释 或 描述 某 种 自然 现象 或 两 种 数学 思想 的 相似 性 ， 或 始 于 茶 
人 试图 对 许多 例子 和 大 量 计算 结果 作 合理 解释 。 这 些 例 子 是 先 
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有 的 ， 而 不 是 后 找 的 。 

然后 ， 某 人 就 用 一 点 推理 ， 导 找 能 够 解释 这 个 这 的 假设 。 
此 时 便 契 -- 个 定理 ， 它 由 假设 利 结论 以 及 汪 明 组 成 。 接 着 ， 为 
了 优美 起 见 ， 为 了 更 深刻 地 理解 这 一 发 现 ， 人 们 试图 把 假设 削 
减 到 最 低 限 度 。 

在 证 明 许多 相关 定理 之 后 ， 人 们 就 试图 建立 - -个 条 理 清 晰 
的 构造 ， 它 由 少量 的 假设 和 精确 的 定义 构成 由 它 可 以 推出 全 
部 定理 。 这 些 假设 称 为 公理 。 了 于是， 所 有 这 人 一切 告诉 我 们 ， 真 
实 的 顺序 是 例 辣 ， 定 理 ， 公 旦 一 一 与 某 些 人 的 说 法 完全 相反: 
第 一 个 以 这 种 方式 把 许多 定理 收集 在 一 个 公理 系统 中 的 人 是 欧 
几 里 德 ， 在 公元 前 300 年 左右 。 

麻烦 的 是 ， 数 学 家 们 可 能 遵循 一 条 导 狼 死胡同 的 途径 。 例 
如 ， 他 们 可 能 认为 一 个 问题 〈 比 如 说 ) 是 几何 问题 ， 而 结果 它 
却 是 代数 问题 。 试 图 用 直 尺 和 圆规 ( 画 圆 之 用 ) 作 - -个 20* 角 
的 古 希 腊 问题 ， 就 是 这 样 。 

只 用 这 样 两 个 工具 ,他 们 很 容易 作出 一 个 90? 角 ,然后 重 
复 二 等 分 得 到 45°* 和 22.5>。 他 们 通过 作 等 边 三 角形 ， 得 到 60* 
角 ， 然后 平分 , 得 30° 和 15*。 但 是 ,他们 永远 得 不 到 20?， 尽 
管 他 们 努力 尝试 。 这 就 意味 着 ， 他 们 不 能 三 等 分 一 个 60° 角 ， 
也 不 能 建立 一 个 正 九 边 形 (因为 他 们 得 不 到 360/9 = 40? 的 角 )。 
这 些 问题 听 起 来 都 是 几何 的 ， 但 是 ， 它 们 的 解答 却 是 代数 的 。 

P. 工 . 万 洋 尔 (1814--1848) 在 1837 年 指出 ， 没 有 人 能 
只 用 那 两 个 工具 作出 一 个 20? 角 ， 因 为 一 个 确定 的 数 20" 的 余 
纺 ) 不 可 能 由 整数 经 过 四 则 运算 和 开 方 得 至 。 他 的 论证 完全 是 
代数 的 。 
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所 以 ， -位 数学 家 ， 像 一 位 侦探 、 一 位 有 册 运动员， 或 … 
位 探险 家 一 样 ， 必 须 保持 灵活 ， 随 时 准备 此 路 不 通 时 采取 条 
新 的 路 线 。 

数学 家 30 岁 开始 走 下 坡 路 

人 们 党 说， 数学 家 都 是 在 他 们 达到 30 岁 之 前 时 做 出 最 好 
的 工作 ; 此 后 就 一 路 下 消 。 这 种 说 法 可 能 来 自 两 位 伟大 数学 家 
的 经 历 ; 他 们 是 挪威 人 内 尔 斯 - 阿 贝尔 《1802 一 1829) 和 法 国 
人 贷 瓦 里 斯 特 ' 分 罗 瑟 《1811 一 1832)。 尽 管 他 们 的 生命 短暂 ， 
两 人 都 对 数学 做 出 了 重要 贡献 ， 其 中 伽 罗 瓦 实 质 上 建立 了 现代 
代数 学 。 部 分 由 十 这 两 位 数学 家 的 原因 ，G. H. 哈代 
(1877 一 1947) 在 《一 位 数学 家 的 遗憾 》 一 -文中 评论 道 ，“ 数 学 
家 不 应 允许 自已 忘记， 比 起 任何 别 的 艺术 和 科学 ， 数 汉 更 是 年 
轻 人 的 游戏 。 

十 几 岁 的 青少年 可 以 把 数学 作 得 很 好 ， 就 像 可 以 把 音乐 、 
国际 象棋 、 网 球 、 花 样 滑冰 、 游 泳 或 体操 作 得 很 好 ~- 样 。 我 对 
一 位 15 岁 的 数学 坟 才 的 印象 ， 并 不 比 对 一 位 14 岁 的 职业 网 球 
运动 员 或 一 位 奥 朵 匹克 体操 家 的 印象 更 为 深刻 。 毕 泽 特 17 岁 
创 革 了 C 天 调 交 响 曲 ， 孟 德尔 森 18 岁 创作 了 “仲夏 侈 之 梦 ” 
的 序曲 ， 我 也 不 感到 惊奇 。 虽 然 这 些 成 就 需要 伟大 的 天 才 ， 专 
心 致 志和 勤奋 ， 但 它们 朋 需 对 人 类 状况 有 广泛 的 了 解 。 然 而 ， 
如 果 一 个 十 几 岁 的 人 写 出 一 个 深刻 的 剧本 或 一 部 深刻 的 小 说 ， 
具有 深 人 的 性 格 发 展 ， 那 么 我 就 会 感到 惊奇 ， 因 为 创作 这 样 的 
作品 需要 深 人 人 类 心灵 的 洞察 力 ， 只 能 来 自 有 多 年 生活 经 历 的 
洞察 力 。 

一 个 儿童 是 否 能 有 个 良好 的 开端 ， 通 常 是 环境 的 问题 。 例 
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如 ， 当 阿 贝尔 15 岁 时 ， 他 严厉 的 校长 被 一 位 有 学 识 的 数学 家 
所 替代 ， 这 位 数学 家 指导 了 他 的 阅读 。 没 有 这 样 一 个 转变 ， 我 
怀疑 我 们 会 不 会 听 到 阿 贝尔 的 名 字 。 数 学 家 约瑟夫 ' 伯 特 兰 德 
(1822 一 1900) 11 岁 进 人 声誉 卓著 的 犬 学 ， 高 等 工业 学 院 〈 巴 
黎 高 工 -一 -译注 )。 这 听 起 来 令 人 惊奇 ， 如 果 你 不 知道 他 的 表 
兄 ， 数 学 家 J. C. M.、 杜 哈 麦 (1797 一 1872) 指导 他 的 话 。 

数学 创造 力也 不 是 在 30 岁 之 后 必然 逐渐 消失 ， 正 如 下 面 
几 个 例子 所 显示 的 那样 。 

安德鲁 " 威 尔 斯 于 1994 年 在 他 41 岁 时 ， 解 决 了 他 已 研究 8 
年 之 久 的 数学 中 著名 问题 ， 有 300 年 历史 的 费 马 定理 。 (他 证 
了 明了， 若 n 是 一 个 大 于 或 等 于 3 的 整数 ， 则 无 整数 x>，y，z 满 
是 + =2"o》 

在 1976 年 ， 当 沃 尔 夫 风 * 哈 表 48 岁 ， 肯 尼 思 阿 帕 尔 44 
岁 时 ， 他 们 解决 了 早 在 1852 年 提出 的 四 色 问 题 。 (他 们 证 明 
了 , 画 在 .~ 张 纸 上 的 地 图 ， 可 以 最 多 只 用 四 种 颜色 着 色 ， 使 得 
有 共同 边界 的 两 个 国家 沿 它们 的 边界 线 有 不 同 的 颜色 。) 
路 易 斯 德 ' 布 兰 奇 斯 在 1983 年 证 实 了 1946 年 提出 的 复 分 
析 中 的 比 伯 巴 赫 猜 想 ， 当 时 他 是 52 岁 。 许 多 数学 家 曾经 提出 
错误 的 证 明 ， 因 此 人 们 常 说 , “ 比 伯 巴 赫 猜 想 并 不 困难 ;我 已 
经 几 十 次 地 证 明了 它 。” 

罗 杰 . 阿 佩 里 (1916 一 1994) 在 1977 年 发 现 了 一 个 被 称 为 
“不 可 思议 的 和 极其 漂亮 的 ”证 明 ， 证 实 了 所 有 立方 的 倒数 之 
和 不 是 一 个 分 数 ， 当 时 他 已 超过 60 岁 。 这 就 是 说 ， 如 果 你 继 
续 不 断 地 将 数 17B，L2，13，1/ 有 ，…… 相 加 ， 其 和 将 越 
来 越 接近 一 个 确定 的 数 ， 且 该 数 不 能 写成 ab 的 形式 ， 其 中 
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和 都 是 整数 。 两 百 多 年 以 前 就 已 知道 ， 所 有 平方 的 倒数 之 和 
不 是 一 个 分 数 。 事 实 上 ， 这 个 和 是 避 /6， 它 是 利 昂 纳 德 * 欧 拉 
《1707 一 1783) 在 1743 年 作出 的 发 现 。 

许多 数学 家 在 他 们 70 多 岁 其 至 更 晚 的 时 候 ， 继 续 作出 一 
许 的 工作 。I，M.， 盖 尔 芳 德 ， 一 位 移居 拉 特 格 斯 的 俄罗斯 数 
学 家 ,在 他 80 多 岁 的 时 候 ， 仍 在 继续 做 出 重大 贡献 。 在 这 方 
面 ， 盖 尔 芳 德 很 像 格 斯 帕 - 维 第 ， 后 者 在 79 岁 时 写 下 被 认为 是 
他 最 好 的 歌 淹 .之 一 的 《 福 斯 泰 夫 》( 福 斯 泰 夫 是 莎 上 比 亚 剧 中 
的 -个 肥 肚 、 快 活 、 请 重 的 角色 一 一 译注 )。 健 康 的 体魄 ， 恰 
快 的 家 庭 生活 ， 和 禹 免 繁重 行政 负担 的 诀 窗 ， 可 能 是 数学 长 寿 
的 关键 。 我 把 确定 -- 个 数学 家 一 生 中 最 佳 年 龄 段 和 为 什么 有 些 


数学 家 终身 保持 全 的 问题 ， 留 给 历史 学 家 和 心理 学 家 们 。 
邯 使 眼 - 疏 的 真理 也 是 迷人 的 数学 ， 在 漫长 的 历史 


中 ,积累 了 好 些 轶 事 式 的 神话 ， 又 增添 了 它 的 超常 色彩 ,这 里 
是 几 个 按 年 代 次 序列 举 的 例子 。 

埃及 人 使 用 绳子 ， 以 3 一 4 一 5 三 角形 的 形式 ， 在 金字 塔 的 
底部 构成 直角 

在 1993 年 出 版 的 一 本 几何 书 中 ， 你 会 找到 这 个 断言 :“ 为 
了 作 -- 直 角 ， 古 埃及 人 拿 一 条 有 12 个 等 距离 的 结 的 绳子 ， 在 
两 个 地 方 把 安 硒 过 亲 ， 俯 形成 如 图 所 示 的 边 长 为 3，4，5 的 三 
角形 。” 

古 埃及 人 人 有 强 了 ， 那 是 真 的 。 如 果 你 参观 纽约 大 邦 市 博物 
馆 的 埃及 厅 ， 你 自己 就 可 以 看 到 一 个 样品 。 它 看 起 来 就 像 枢 代 
的 绳子 -- 样 。 而 及， 壁面 展示 ， 埃 及 测量 员 使 用 绳子 的 方式 ， 
跟 现在 的 测量 员 使 用 长 卷 尺 一 样 。3 一 45 三 角形 有 “个 直 
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角 ， 金字 塔 有 直角 ， 也 都 是 真 的 。 


5 
3 
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但 是 ,没有 证 所 表明 埃及 人 使 用 过 这 种 拉 强 子 的 办 法 作 胡 
币 。 相 信 他 们 这 样 作 过 的 信念 ,来 自 历史 学 家 英里 兹 * 康 托 尔 在 
他 的 1907 年 出 版 的 四 卷 本 《数学 史 讲义 3 中 提出 的 一 个 猜想 ; 


埃及 人 拥有 木工 直 尺 ,这 在 一 个 木工 车 间 的 壁 济 
中 有 清楚 的 展示 。 我 们 不 得 不 承认 这 个 工具 的 精确 
率 ， 而 这 似乎 需要 某 种 几何 构造 。 大 概 ， 在 隆重 庄严 
的 场合 ， 例 如 建造 寺 店 ,精确 率 要 重新 检验 。 诚 然 ， 
建造 寺 店 的 仪式 没有 揭示 这 是 怎样 作 的 。 

让 我 们 没有 根据 地 猜想 ， 埃 及 人 已 经 知道 ， 当 把 
长 为 3，4，5 的 三 个 边 连接 起 来 构成 一 个 三 角形 时 ， 
两 个 较 短 的 边 形成 一 个 直角 。 现 在 ， 让 我 们 犹 想 ， 他 
们 用 打 结 的 办 法 把 一 祖 长 为 ]2 的 绳子 分 成 长 为 3，4， 
5 的 小 段 。 显 然 ， 当 图 绕 三 个 标 桩 把 绳子 拉 直 时 ， 就 
产生 一 个 直角 。 


康 托 尔 从 来 没有 把 他 的 断言 当 作 事实 来 陈述 。 实 际 上 ,他 
的 推理 充满 着 好 多 很 设 。 但 是 ， 随 着 时 间 的 推移 ， 这 些 假设 消 
失 了 ， 而 猜想 发 展 成 为 一 个 历史 事实 。 
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历史 学 家 们 劝 我 不 要 理会 没有 确 尚 证 据 ， 妈 没有 原始 根据 
的 任何 历史 断言 。 这 个 建议 使 我 像 一 位 数学 家 一 样 ， 因 为 我 爱 
看 安排 得 干净 利索 的 假设 和 逻辑 步骤 。 这 就 是 我 为 什么 不 读 历 
史 小 说 的 原因 。 我 喜欢 历史 和 小 说 ， 但 不 喜欢 它们 的 混合 物 ， 
为 那样 我 就 不 知道 我 是 处 在 一 个 什么 样 的 世界 之 中 。 我 宁可 
喝 -- 碗 加 冰淇淋 的 豆 汤 。 

在 胡 夫 大 金字 塔 中 ， 在 巴 台 依 神 庙 (在 希腊 雅典 一 一 译 
注 ) 中 ， 在 绘画 中 ， 在 联合 国 大 厦 中 ， 在 最 漂亮 的 矩形 尺寸 
中 ， 在 人 体 中 ， 以 及 在 维 吉尔 (二 罗马 诗人 一 一 译注 ) 的 史诗 
中 ， 都 出 现 黄金 比 

黄金 比 是 数 《1 + 5) /2， 其 小 数 表示 的 前 几 位 数字 是 
1.618。 炎 量 的 文章 都 试图 表明 ， 它 是 设计 许多 泽 亮 物体 的 关 
键 。 但是， 乔治 马 柯 夫 斯 基 在 “关于 黄金 比 的 误解 ”中 逐一 
否定 了 这 些 说 法 。 我 将 只 对 他 的 发 更 给 予 简短 的 一 览 。 

虽然 古 希 腊 数 学 家 接触 过 黄金 比 ， 但 没有 证 据 表明 ， 他 们 
曾 把 它 和 美学 联系 起 来 。 更 确切 地 说 ， 它 描述 了 把 一 个 线段 分 
成 两 段 的 一 定 方式 。 在 线段 AB 上 有 惟一 的 一 个 点 C， 使 得 AB 
与 AC 之 比 ， 等 同 于 AC 与 CB 之 比 ， 如 下 图 所 示 。 对 该 点 C， 
比值 AB/AC 等 于 比值 AC/CB， 且 被 称 为 黄金 比 ， 这 个 名 称 首 
见于 1835 年 。 
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黄金 比 在 大 金字 塔 出 现 了 吗 ? 金字 塔 有 如 此 之 多 的 尺寸 
一 一 宽度 ， 高 度 ， 斜 高 ， 边 长 ， 半 宽 等 等 一 一 以 致 你 可 以 从 中 
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硬 行 拼 读 出 你 想 要 的 任何 一 个 数 ， 就 像 你 可 以 在 一 伴 字 母 汤 中 
发 现 几乎 任何 字母 一 样 。 大 金字塔 的 设计 符合 黄金 比 的 说 法 是 
1859 年 首次 提出 的 ， 其 依据 是 一 个 伪造 的 希 罗 多 德 ( 古 希腊 
历史 学 家 一 一 译注 ) 详 本 

类 似 地 ， 严 台 依 神 店 ， 利 奥 拉 多 ` 达 ' 芬 奇 的 油画 ,联合国 
大 广 ， 维 占 尔 的 史诗 以 及 人 体 符合 黄金 比 的 断言 ， 也 部 是 站 不 
住 脚 的 。 在 每 一 种 情形 下 ， 部 有 如 此 之 多 的 可 资 利用 的 数 ， 以 
致 你 可 以 为 2 或 34 或 你 所 偏爱 的 任何 数 ， 作 出 似乎 是 强 有 力 
的 例证 。 

或 许 我 们 大 部 分 人 都 经 常 听 说 ,最 漂亮 的 矩形 是 这 样 的 矩 
形 ,其 长 为 其 宽 的 1.618 倍 , 即 长 宽 比 为 黄金 比 。 这 个 断言 没有 
任何 根据 。 当 马 柯 夫 斯 基 要 求人 们 从 各 种 形状 的 大 量 算 形 中 挑 
选 出 最 禄 亮 的 矩形 时 ,最 常 被 挑 出 的 一 个 矩形 之 氏 宽 比 为 
1.83。 你 可 以 自己 进行 这 个 实验 ,假如 你 仍旧 相信 黄金 比 的 话 。 

阿 基 米 德 高 喊 “我 发 现 了 ”， 并 声称 他 能 氢 动 地 球 

我 们 经 常 听 说 ， 当 阿 基 米 德 发 现 浮力 原理 时 ， 他 号 出 澡 
盆 ， 赤裸 着 跑 过 西 那 库 斯 (一 希腊 古城 一 -译注 )， 高 喊 Eure- 
ka，Eureka 是 “我 发 现 了 ”的 希腊 语 。 可 能 他 这 样 做 了 ， 也 可 
能 他 没有 这 样 做 。 在 他 残存 的 手稿 Hf ， 有 些 手 稿 包含 箱 聊 家 常 
的 介绍 ， 但 却 没 有 提 到 这 个 情节 。 这 情节 是 生活 在 公元 前 一 世 
纪 ， 比 死 于 公元 前 212 年 的 阿 基 米 德 大 约 晚 两 个 世纪 的 一 个 光 
马 建 筑 师 维 丘 维 厄 斯 提出 的 : 


当 他 走 下 浴池 时 ,他 注意 到 , 流 到 池 外 的 水 量 笔 于 
他 沉 入 水 中 的 体重 。 因 为 这 个 事实 指出 了 确定 皇冠 是 
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知 由 黄金 做 成 的 方法 ,他 毫 不 迟疑 , 吉 兴 激动 地 跳出 水 
池 , 赤 裸 着 跑 回 家 ,高 喊 他 发 现 了 正 是 他 在 寻找 的 东 
西 。 他 一 边 跑 ,一 边 用 希腊 语 高 喊 :eureka,eureka。 


对 我 来 说 ， 它 听 起 来 好 像 是 在 这 个 事件 之 后 很 久 才 虚构 出 
来 的 一 个 细节 。 我 认为 ， 阿 基 米 德 获得 了 那么 多 的 激动 人 心 的 


发 现 ， 


传阅 也 可 能 是 真 的 。 在 任何 情况 下 ， 我 只 把 它 当 成 一 榨 盐 
恰当 地 说 ， 一 条 罗 蕊 谚语 )。 

闲 基 米 德 搬 动 地球 的 宣称 的 第 一 个 纪录 ， 是 在 阿 切 米 德 之 
后 三 个 世纪 写成 的 《 普 鲁 塔 克 《 上 古 希 腊 传记 作家 一 一 译注 ) 的 


生活 》 之 中 : “ 阿 基 米 德 宣称 ， 如 果 另 有 一 个 世界 ， 我 将 式 
那里 ， 我 能 搬 动 这 个 世界 。 

这 个 断言 似乎 是 接受 传闻 作为 它 的 根源 。 可 能 有 更 早 的 文 
字 根 据 ， 现 已 失散 。 但 是 ， 令 我 售 奇 的 是 ， 最 早 的 残存 参考 资 
料 竞 在 阿 基 米 德 死 后 这 么 久 才 出 现 。 他 的 成 就 是 如 此 的 惊 


引致 他 不 会 每 有 一 个 新 的 见地 就 洪 街 奔跑 。 但 是 ,这 个 


{更 


EE 进 


人 ， 


以 致 固 须 在 他 的 一 生 附 加 一 此 虚构 的 情节 。 你 只 须 阅 读 他 对 浮 
体 的 论述 ， 你 就 会 确信 他 发 现 了 造船 工程 的 科学 。 为 对 他 的 发 
现 作 一 个 提示 ， 证 我 们 来 考察 下 图 中 的 两 个 抛物 形体 木 块 。 


< 一 加 V 
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设想 它们 都 静止 在 桌子 上 。 如 打 你 让 左边 的 那个 木 块 局 
和 斜 ， 它 会 回 伸 原 来 的 静止 位 置 。 但 是 ， 如 果 你 让 右边 的 木 块 俩 
斜 ， 它 就 会 倒 下 。 阿 基 米 德 发 现 ， 足 够 浅 的 抛物 形 会 回 到 原来 
的 静止 位 置 ， 而 太 高 的 抛物 形 会 例 下 。 

牛顿 发 明了 微 积分 ， 以 解决 行星 运动 问题 

伊 萨 克 - 牛 顿 (1642 一 1727) 十 1665 年 和 1666 年 发 时 了 微 
积分 但 直到 1680 年 左右 ,他 才 着 手 处 理 确定 行星 轨道 的 问 
题 。 当 他 这 样 做 时 ， 他 用 的 是 几何 方法 ， 而 不 是 他 的 微 积分 算 
法 。 某 些 历史 学 家 断言 ， 他 先 借助 于 微 积分 分 析 扫 道 ， 但 虫 于 
他 的 读者 巾 儿 乎 无 人 了 解 这 个 学 科 ， 他 又 几何 地 重 述 了 他 的 论 
证 。 在 他 幸存 的 手稿 中 找 不 到 这 方面 的 证 据 ， 虽 然 保存 下 来 的 
手稿 有 几 百 页 。 

伽 罗 瓦 在 使 他 丧生 的 决斗 前 夕 详细 写 出 了 他 前 一 些 伟大 发 


现 
这 个 传说 可 以 回 济 到 玉 ，T. 贝尔 在 1937 年 发 表 的 《数学 
人 》 中 的 一 段 : 


在 他 预见 到 会 袭击 他 的 死亡 之 前 ， 整 整 一 夜 ， 他 
用 飞逝 的 一 个 一 个 小 时 ， 心 情 激动 地 匆匆 完成 了 他 的 
科学 踪 唱 ， 争 分 夺 秒 地 奋 笔 疾 书 ， 以 发 托 他 多 产 的 心 
灵 中 的 一 些 重大 问题 。 他 一 次 又 一 次 地 中 断 写作 ， 在 
页 边 上 乱 涂 “我 没 时 间 ， 我 没 时 间 ”， 然 后 又 转向 下 
一 个 狂乱 滞 划 的 大 网 。 在 天 亮 之 前 那 几 个 令 人 绝望 的 
小 时 中 他 所 写 的 内 容 ， 将 会 使 一 代 一 代 的 数学 家 不 断 
忙碌 几 百年 。 
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确实 ， 合 罗 瓦 死 于 ~- 场 决斗 , 决斗 前 乡 他 写 了 好 多 封 信 ， 


对 他 的 一 些 论 文 作 


了 注释 ， 和 而 且 在 其 中 之 一 上 写 了 “我 没 时 


闻 ”"， 但 他 写 这 人 句 话 只 是 一 次 。 贝 尔 描述 的 其 余部 分 是 纯粹 的 
虚构 ， 正 如 托尼 - 罗 思 受 在 他 的 文章 “创造 能 力 与 传记 作者 : 
伊 巨 里 斯 特 ` 仰 罗 瓦 的 小 说 化 ”中 所 表明 的 那样 ; “ 当 他 17 岁 
的 时 候 ， 伽 罗 瓦 提交 了 关于 (和 群 论 ) 这 个 主题 的 论文 …… 在 这 
天 夜里 ， 他 对 他 的 一 些 论 文 作 了 注释 和 更 正 。” 真 正 该 使 数学 
家 不 断 忙碌 的 该 是 这 最 后 一 夜 之 前 的 一 到 四 年 里 扩 写 的 内 容 。 
高 斯 测量 了 三 个 山 之 间 的 角 ， 看 空间 是 不 是 欧 几 里 德 的 
许多 年 来 ， 我 总 是 听 说 ，C.F, 高 斯 (1777 - 1855) 测量 了 
由 三 个 山峰 所 构成 的 角 之 和 ， 看 这 个 和 是 否 真 为 180"。 如 果 不 
是 ， 那 和 空间 就 会 不 遵从 通常 的 几何 学 法 则 ， 从 而 它 就 是 一 个 
非 欧 几 里 德 空间 的 例子 。 例 如 ，M* 克 莱 因 在 他 的 《古今 数学 
思想 》 中 写 道 , “他 发 现 这 个 和 比 180°* 多 了 14.85 秒 。 这 个 实 


验 什么 也 证 明 不 了 


， 因 为 《可 能 有 的 ) 实验 误差 更 大 。” 克 莱 


一 页 。 


确实 ,高 斯 进行 了 这 样 一 个 实验 ， 但 他 这 样 做 只 是 为 了 检 
验 ， 地 球 不 是 -个 理想 的 球体 《在 它 的 两 极 较为 扁平 ) 这 个 事 


甚至 还 引证 了 高 斯 1827 年 的 篇 文章 中 载 有 这 个 数据 的 那 


实 ， 会 不 会 严重 影响 他 的 汉诺威 德国 城市 一 一 译注 ) 大 地 测 
量 的 计算 。 阿 琶 . 米 勒 在 “高 斯 关于 物理 空间 的 欧 几 里 德 性 质 


的 实验 的 传说 ”中 


着 出 ， 高 斯 从 未 宣 称 他 的 实验 与 空间 性 质 有 


关 。 米 勒 猜想 ， 这 个 传说 来 源 于 对 1916 年 发 表 的 爱 因 斯 坦 的 


广义 相对 论 的 回应 
有 新 的 意义 。” 由 于 


， 当 时 “物理 空间 是 不 是 弯曲 的 这 个 问题 具 
F 爱 因 斯 坦 使 用 了 乔治 ' 黎 曼 (1826 一 1866) 
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在 1854 年 发 展 的 数学 ， 而 后 者 又 与 高 斯 1827 年 的 文章 有 
有 人 可 能 就 “ 往 回 推断 (当然 , 没有 查阅 )”。 

童年 的 爱 因 斯 坦 算 术 成 绩 不 好 

人 们 往往 把 爱 因 斯 坦 〈1879 一 19$55) 疯 作 一 位 数学 家 。 他 
不 是 。 他 没有 发 明 任何 数学 ;确切 地 说 ， 他 是 应 用 现 有 数学 于 
物理 学 领域 。 称 他 为 一 位 “理论 物理 学 家 "”， 或 一 位 “数学 物 
理学 家 ”， 更 为 准确 。 

他 在 算术 方面 很 差 吗 ? 完全 不 是 。 相 友 ， 他 十 分 长 于 数 
学 。 说 他 算术 不 好 的 传阅 是 由 于 一 个 误解 。 当 他 是 -个 小 学 生 
时 ， 全 的 学 校 改 变 了 计 分 制 ， 以 致 原先 的 最 高 分 成 了 最 低 分 。 
和 任何 看 到 爱 央 斯 坦 的 成 绩 单 而 又 不 知道 这 个 变化 的 人 ， 便 会 认 
定 ， 爱 因 斯 坦 突然 谍 失 了 数学 能 力 。 

没有 数学 诺 贝尔 奖 ， 是 因为 一 位 可 能 获奖 的 数学 家 与 诺 贝 
尔 的 妻子 有 染 

人 们 和 常 阅 ， 数 学 家 戈 斯 塔 ` 米 特 格 一 莱 福 勒 (1846 一 1927) 
与 阿尔 福 雷 德 ' 诺 贝尔 的 妻子 有 染 ， 而 且 他 会 是 这 个 奖 的 首要 
候选 人 。 这 个 传说 使 数学 家 感到 得 意 ， 但 有 一 个 漏 泣 。 诺 贝尔 
从 未 结 过 婚 。 因 此 ， 他 从 未 有 过 妻子 。 换 名 话说 ,他 是 一 个 终 
身 单身 汉 。 关 于 这 个 传说 就 说 这 么 多 。 如 果 能 找 出 发 明 这 个 故 
车 的 实际 该 谐 者 的 名 字 ， 那 将 是 十 分 有 趣 的 。 没 有 根据 表明 ， 
诺 贝 尔 不 喜欢 米 特 格 一 莱 福 勒 。 

如 果 由 于 对 这 些 传说 中 的 任何 一 个 提出 疑问 , 我 倒 了 任 一 
读者 的 胃口 ， 我 道 鞭 。 我 相信 ， 历 史 的 真相 已 足以 令 人 兴奋 。 
读 一 本 认真 根据 大 量 记 实 材料 写成 的 万 史书， 一 个 包含 各 个 时 
代 的 书信 和 日 记 的 蔬 ， 是 一 种 乐 存 。 读 着 它 ， 我 感到 我 充分 地 
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接近 了 事件 和 本 原 ， 无 人 能 进入 我 和 过 去 之 间 。 我 想 这 就 是 人 
们 为 什么 会 有 下 列举 动 的 原因 : 收集 旧 报 纸 ， 重 演 林肯 一 遵 格 
拉 斯 争辩 或 格 提 斯 堡 战斗 ， 措 措 在 广岛 投下 不 子弹 的 飞机 ， 或 
者 珍爱 柏林 墙 的 一 块 混凝土 。 他 们 想 要 绕 过 来 到 他 们 和 过 去 之 
间 的 “各 个 阶层 的 历史 学 家 ”。 

由 此 想到 ， 就 像 我 喜欢 直接 去 领会 历 足 一 样 ， 我 喜欢 数 
学 。 当 一 个 定理 被 放 在 我 桌 上 的 一 张 纸 上 时 ， 在 它 和 我 之 间 任 
何事 物 不 复 存在 。 没 有 机 会 使 营 廖 的 传 谤 得 以 形成 并 取得 自身 
的 生命 力 。 有 什么 我 看 到 什么 。 如 今 ， 当 什么 事 似乎 邦 伴 随 编 
造 而 来 的 时 候 ， 这 是 一 条 宝贵 的 经 验 。 


第 七 章 快速 的 傻子 


现在 的 汽车 基本 上 还 是 一 个 世纪 前 的 汽车 : 四 个 车 轮 ， 一 
个 发 动机 ， 一 个 加 速 路 ， -个 制动器 ， 一 个 驾驶 盘 和 前 灯 。 虽 
然 不 断 有 令 人 满意 的 改进 ， 但 老式 汽车 依旧 同 现代 汽车 并 排 地 
行驶 在 大 道 和 公路 上 。 我 猜 焊 ， 一 个 世纪 后 的 汽车 还 会 和 今天 
的 汽车 相似 。 但 是 ， 对 计算 机 而 言 ， 就 不 是 文 样 。 没 有 人 能 够 
自信 地 狐 言 ， 哪 怕 只 是 几 年 之 后 ， 会 有 什么 魔术 般 的 i 算 机 为 
我 们 工作 。 实 际 上 ， 就 在 你 买 回 -- 台 新 计算 机 的 时 刻 ， 它 就 成 
了 过 时 之 物 。 

计算 机 有 两 个 基本 特征 。 它 非常 之 快 ， 有 些 计算 机 一 秒 钟 
内 能 够 完成 十 亿 次 以 上 的 运算 。 同 时 ， 它 几乎 没有 错误 。 这 两 
个 特征 相 结 合 ， 使 得 我 们 的 大 脑 可 以 免 去 日 常 的 脑力 工作 ， 就 
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像 燕 汽 匀 和 真空 吸尘器 使 我 们 的 身体 免 去 日 常 的 体力 工作 - 
样 。 仅 仅 半 个 此 纪 ， 计 算 机 已 是 如 此 的 普遍 ， 以 致 我 们 难于 知 


道 它 们 的 存在 。 或 许 ， 关 键 的 日 子 甚至 更 近 一 一 1977， 当 时 汞 


果 牌 私人 计算 机 首次 间 
当 我 停 下 来 思考 它 的 时 候 ， 我 发 现 ， 计 算 机 已 在 比 我 想象 


世 


的 要 多 的 各 个 方面 注 进 了 我 的 生活 。 
当 我 发 动 汽 车 时 ， 计 算 机 调整 空气 和 汽油 的 混合 


口 


当 我 电话 询问 我 的 银行 账户 结余 于 计算 机 告 i 


发 。 


在 食 杂 店 和 加 池 站 ， 我 不 需要 使 用 现金 ，{ 而 只 需 一 张 
塑料 卡 ， 这 也 要 归功 于 某 台 计算 机 。 

当 我 需要 现金 时 ， 即 使 我 的 开户 银行 关门， 即使 在 节 
假日， 即使 我 离 家 几 干 哩 还 ， 我 只 要 把 一 张 塑 料 卡 塞 
人 墙 内 的 一 个 窄 模 之 中 ， 就 会 出 来 20 美元 钞票 。 

当 我 看 到 屏幕 上 出 负电 视屏 道 的 标 训 时， 我 就 拧 扫 ， 
旋转 , 放大， 于 是 看 到 由 计算 机 (借助 于 大 量 代数 ) 


所 完成 的 动画 片 。 


当 我 去 玩 保龄球 和 时， 不 仅 有 自动 痰 瓶 机 把 例 下 的 木 瓶 
拾 起 来 并 放 回 原 处 一 一 这 是 旧 的 设施 ， 而 且 有 一 台 狗 
连 在 装 瓶 机 上 的 计算 机 作 所 有 这 些 事情 : 评分 ， 显 示 
头 两 球 木 凑 全 倒 和 第 - - 球 木 瓶 全 倒 ， 以 及 登录 连续 得 


分 的 总 和 。 


当 我 打 长 途 电话 时 ， 看 不 见 的 计算 机 很 快 按 指定 路 线 
发 送出 去 ， 记 录 时 间 ， 电 话 号 码 ， 地 点 和 费用 。 之 
后 . 它们 打印 出 账单 ， 并 《 气 我 所 知 》 投 人 邮 简 。 

当 我 坐 在 -个 连锁 饭店 里 的 时 候 ， 我 想 它 的 深度 是 出 
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装 在 大 楼 里 的 恒温 器 控制 的 。 但 结果 是 ， 远 在 约 
2 000 哩 之 外 的 全 国 总 店 的 一 合计 算 机 在 负责 此 事 。 
当 我 想 找 数学 家 罗 杰 - 阿 佩 里 在 1960 年 前 后 所 写 的 一 
篇 文章 中 的 一 -个 报告 时 ， 我 完 徒劳 地 查 了 好 几 个 年 度 
的 《数学 评论 》。 后 来 ， 参 考 室 的 图 书馆 员 告 诉 我 ， 
在 一 个 CD - ROM (只 读 光 盘 ) 上 ,可 以 找到 《 评 
论 》。 在 几 秒 钟 之 内 ， 它 就 显示 出 一 张 表格 ， 开 列 了 了 
阿 佩 里 前 后 40 年 的 全 部 论文 。 
口 在 我 的 研究 工作 中 不 时 使 用 计算 机 ， 来 完成 竹 算 圳 要 
几 年 或 几 十 年 的 计算 任务 。 计 算 结果 有 时 否定 - -个 猜 
想 。 有 了 时 提出 一 个 新 的 猜想 。 在 这 方面 ， 计 算 机 为 我 
服务 的 方式 ， 就 像 望 远 镜 服 务 于 天 文学 家 ， 或 显微镜 
服务 十 生物 学 家 一 样 ， 使 我 可 以 进一步 深入 到 数学 现 
象 的 天 地 。 
当 我 研究 醉酒 开车 与 未 饮酒 开 车 之 比 时 ， 我 普 作 了 一 张 
表 ， 列 出 一 所 168 小 时 中 每 -~ 小 时 的 事故 数 和 交通 量 .. 然后 ， 
我 竖 用 事故 数 除 以 交通 量 ， 以 获得 168 小 时 中 每 一 小 时 的 事故 
风险 程度 。 妈 便 使 用 计算 器 ， 这 也 是 件 令 人 厌烦 的 工作 。 但 
是 ,一 全 计算 机 瞬间 便 完 成 了 168 次 除法 。 
我 甚至 能 用 计算 机 来 打 充满 数学 符号 和 复杂 表达 式 的 论 
文 。 利 用 特殊 的 软件 ， 我 可 以 像 打 一 个 句子 一 样 ， 成 行 地 一 个 
符号 接着 一 个 符号 ,给 一 个 等 式 排版 。 例 如 ,如 果 我 打 
8 让 13+2 over 11+7}| =0.625 贞 $ ， 打 印 机 就 会 完 示 


3+2 
1+7 


=0.625 
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因为 在 我 和 最 终 的 书本 之 间 没 有 排 字 工 人 参与 


， 所 以 儿 平 


没有 产生 新 错误 的 机 会 。 我 可 以 作出 供 胜 相 用 的 文字 和 图 像 ， 


通过 - 个 调制 解 调 器 把 我 的 计算 机 同 外 办 连接 


， 我 可 以 给 


稳 牙 利 的 一 位 数学 家 去 信 ， 并 在 当天 收 到 复 陋 。 航 空 邮件 ， 别 


名 “蜗牛 邮件 ”"， 一 个 来 回 特 少 二 个 星期 。 
为 写 这 本 书 ， 我 用 计算 机 作为 文字 处 理 机 。 实 | 


钢笔 和 墨水 瑟 第 - - 稿 ， 经 常 要 把 钢笔 混和 人 墨水 雌 ， 训 


际 上 上 ， 我 用 
就 旨 我 是 在 


用 一 梳 18 世纪 的 笋 毛笔 似 的 。( 一 次 ， 一 位 工程师 劝 我 “使 用 


运动 部 分 最 少 的 器 其 ”。 
上 进行 编辑 简直 不 可 思 
不 需要 重 打 -页 ， 像 过 去 年 代 的 打字 机 那样 。 如 果 
段 ， 也 不 需要 重 打 整个 -- 章 。 俱 是 ， 我 必须 保持 警 ' 


) 然后 我 把 原文 转 僻 到 计算 


机上， 在 机 , 


议 屯 方便 。 如 果 我 变 掉 换 岗 个 段落 ， 我 


必要 咕 去 一 
易 ， 抵 抗 诱 


惑 。 注意 不 萤 琉 掉 什 么 东西 。 无 论 玉 控 多少 内 容 ， 屏 幕 上 的 显 


示 总 是 整洁 的 ， 最 终 形式 的 。 此 外 ， 王 如 天 舒 亚 


斯坦 因 在 


《 广 重 实际 的 律师 》 中 警告 他 的 律师 癌 行 所 说 的 那样 ,“ 让 算 机 


衣 定 能 帮助 你 ， 使 你 更 富有 成 效 ， 但 它 也 可 以 引导 | 


你 集中 注意 


力 于 细节 《没完 没 了 地 忙于 版 式 )， 而 不 是 注意 重要 问题 。 


阅 不 清 闵 因 的 碰撞 声 ， 部 能 使 几 天 的 工作 成 果 化 为 乌 


计算 机 是 处 于 物理 学 家 们 所 说 的 “不 稳定 平衡 状态 


但 是 ， 硬 描 出 问题 ， 手 指 按 错 误 的 键 ， 断 电 ， 计 算 机 发 出 


乌有 。- 全 


之 中 。 它 


像 在 一 个 项 问 上 保持 平衡 的 鸡蛋 : 稍微 偏离 理想 位 置 就 会 造成 


灾难 。( 我 正 想到 -- 位 


期 的 成 绩 ， 而 没有 留 下 软盘 拷贝 或 打印 在 纸 上 的 所 


他 丢失 了 一 个 班级 积累 -个 多 学 


谓 硬 拷贝 。) 


由 二 这 个 原因 ， 个 人 计算 机 使 用 者 必须 经 常 回头 检查 ， 至 少 每 
个 计算 日 - -次 ， 有 时 一 :天 三 次 。 大 的 机 构 可 有 一 台 辅 助 计算 


wr er 
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机 ， 复 制 其 主机 的 工作 和 存储 。 “关键 性 的 任务 "。 例 如 登 月 ， 
可 用 三 台 完 全 相同 的 计算 机 ， 作 同样 的 计算 。 

当 我 们 在 家 里 ， 在 汽车 内 ， 在 办 公 室 内 ,或 在 1 里 滩 加 
越 来 越 多 的 计算 机 和 计算 机 操作 设备 时 ， 维 修 间 题 随 之 增加 。 


我 们 有 一 个 呼 求 服务 的 号 码 800， 


但 在 周末 之 可 能 不 好 用 ,或 


者 只 向 我 们 提供 忙碌 信和 号。 我们 能 够 使 之 保 圭 正常 运转 状态 的 


设备 一 一 


械 的 或 电子 的 一 一 数目 有 一 个 上 限 。 当 我 根 全 | 我 家 


的 许多 设备 一 一 洗 碗 机 ， 垃 圾 处 理 机 ， 人 恒温 器 ， 洗 衣 机 ， 下 燥 
器 ,微波炉 ， 电 视 机 ， 收 音 机 ， 时 钟 ， 炉 乌 ， 襟 调 机 等 等 一 一 


的 时 候 ， 我 真 感到 那 是 一 个 奇迹 ， 


我 没有 把 我 的 全 部 时 间 部 让 


于 应 付 机 器 故障 ,实际 上 ， 当 我 打 电 话 给 修理 人 让 他 们 ] 马 上 圭 
来 时 ， 往 往 得 日 复 一 日 地 等 待 。 有 上 时， 我 真 想 摆脱 记 有 的 机 
器 ， 包 括 我 的 计算 机 ， 过 着 更 简单 的 生活 ， 以 免 遵 受到 不 必要 


的 冲击 。 


虽然 计算 机 科学 家 谈 到 计算 和 
际 象棋 好 手 的 软件 ， 但 是 我 们 应 该 记 住 ， 一 台 计 算 机 
F 闲 的 开关 。 它 并 不 比 一 个 打 蛋 器 


败 一 个 
只 是 -系列 不 可 思议 地 快速 


的 人 工 和 车 能 ， 并 且 创作 了 拭 


精明 。 有 时 ， 当 我 使 用 拼写 检验 时 ， 我 开始 想 计算 机 真有 头 


入 。 但 是 ， 当 在 它 的 词典 中 找 不 到 Leibniz ( 莱 布 尼 兹 ， 德 国 数 
学 家 一 一 译注 ) 这 个 词 时 ， 它 就 提出 Albion 作为 更 正 ， ii 


次 使 我 仍 到 它 的 极度 早春 。 
计算 机 只 能 


这 就 再 


FE 告诉 他 作 的 对 


有 情 。 输 出 什么 决定 村 输入 什 


么 。 正 如 程序 员 所 警告 的 那样 ,，“ 进 去 垃圾 ， 出 来 垃圾 ”。 预报 
员 说 “计算 机 预报 ”"， 实 际 上 是 说 ,“ 我 作 了 茶 些 假设 ,定义 了 
几 个 变量 ， 峰 子 了 它们 菜 些 数值 ， 并 启动 了 计算 机 。” 假 没 和 
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程序 决定 着 计算 机 吐出 什么 。 简 单 地 说 ,， “什么 想法 进去 ， 什 
么 想法 出 来 。 正如 - -位 经 济 学 家 所 警告 的 ,，“ 如 果 你 不 会 在 信 
封 背 面 做 算术 ， 计 算 机 出 不 会 有 什么 帮助 。” 

一 个 全 对 将 会 说 明 ， 为 什么 我 们 要 对 借助 于 计算 机 作出 的 
预报 保持 警惕 。 它 关 平 80 年 代 旅 馆 的 过 量 修 建造 成 9 年 代 的 
供过于求 。 在 一 篇 标题 为 “旅馆 业 苗 迄 的 原因 ”的 文章 中 ， 
M.J. 和 J].J. 弗 兰 内 里 写 道 : 


虽 爪 历史 以 很 快 的 步伐 前 进 …… 个 人 仍然 难免 会 
犯错 误 。 使 用 计算 机 化 模型 来 预报 未 来 现金 流向 ， 导 
至 许多 人 的 误解 ， 以 为 投资 分 析 是 一 门 精确 的 科学 。 
计算 机 使 得 提出 许多 方案 成 为 可 能 。 这 种 玩 “ 如 果 
ee 将 会 怎样 ”游戏 的 能 力 应 当 产 生 更 好 的 判断 。 相 
反 ， 它 导致 人 们 接受 伪 科学 的 必然 性 。 

计算 机 模型 很 少 集中 在 基本 的 假设 上 。 许 多 分 析 
家 “推拿 数字 ”"， 他 们 调整 通货 膨胀 府 ， 加 强占 有 认 
微调 比率 ， 出 减 消费 。 当 方案 没有 产生 预期 结果 时 ， 
它们 的 天 护 者 便 重 改 数字 ， 直 到 那些 模型 提供 所 希望 
的 成 果 为 止 。 


我 对 “计算 机 预报 ”的 报告 毫 不 关心 ， 除 非 我 看 到 那些 报 
告 所 依据 的 全 部 假设 。 换 名 话说 ， 我 要 与 之 对 话 的 是 口技 表演 
者 ， 而 不 是 嘴巴 上 下 移动 以 摹仿 思想 的 哑巴 。 

计算 机 也 正在 渗 人 各 个 年 级 的 教室 ,使 得 学 生 们 可 以 进行 
球 些 过 于 麻烦 以 至 不 能 用 纸 和 笔 来 作 的 数 信 与 几何 实验 。 但 这 
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里 存在 着 危险， 特别 是 在 靠 税收 支撑 的 公立 学 校 中 一 一 不 合 明 
说 的 真 话 。 在 这 方面 若 无 适 当 的 资助 体制 ， 计 算 机 的 -个 故障 
就 有 可 能 破 环 设计 得 非常 好 的 课程 计划 。 太 多 的 计算 机 由 于 缺 
忒 训练 有 素 的 人 员 来 使 用 或 服务 于 它们 而 失去 活力 。 

还 有 一 个 危险 ， 那 就 是 ， 计 算 机 可 能 扮演 独裁 教师 的 角 
色 ， 这 样 的 教师 总 是 说 .“ 别 问 为 什么 ， 就 照 我 说 的 去 做 "。 于 
是 ， 它 就 成 了 - 个 黑箱 子 ， 它 的 使 用 就 把 学 后 放 在 了 个 从 属 
的 位 置 。 这 种 情况 发 生 在 数学 中 是 最 令 人 遗憾 的 ， 在 那里 学 生 
应 该 发 展 自信 ， 不 赁 信仰 接受 任何 东西 。 许 多 教师 告诉 我 ， 
“如果 你 过 旱地 升 始 按键 ， 推 理 能 力 似乎 就 会 开 失 。” 

计算 机 储存 和 处 理 大 量 数据 的 能 力 ， 使 得 机 关 团 体 可 以 收 
集 关 于 个 人 的 信息 。 这 可 能 是 好 事 : 止 住 委 速 行 怠 汽车 的 警 
察 ， 可 以 立即 查 对 这 个 司机 的 档案 。 也 可 能 是 坏事 : 一 个 团体 
可 能 收集 关于 某 人 的 大 量 信息 一 一 购 货 模式 ， 信 用 史 ， 旅 行 记 
录 等 等 一 以致 构成 对 隐私 的 侵犯 。 

每 当 我 想到 所 有 那些 奇妙 的 节省 体力 和 了 脑力 的 工业 和 电子 
革命 中 的 发 明 ， 两 个 问题 使 我 困惑 。 为 什么 我 们 大 部 分 人 仍然 
工作 这 样 费 劲 ， 测 且 闲 眼 时 间 这 么 少 ? 还 有 ， 我 们 比 我 们 的 父 
世 和 祖父 母 更 偷 快 吗 ? 我 们 是 更 舒服 ，i 而 且 处 理 日 常 家务 也 更 
容易 ， 但 是 ， 哪 -- 些 “改进 ”实际 上 成 了 走向 美好 生活 的 障碍 
呢 ?” 秆 么 是 我 们 在 不 知 不 觉 中 付出 的 洪 在 代价 ， 有 朝 一 日 我 们 
可 能 会 发 现 ， 当 最 后 结算 对， 这些 代价 超过 更 着 人 注意 的 ， 广 
告 大 趴 宣扬 的 好 处 呢 ? 

当 我 阅读 我 母亲 1903 年 13 岁 在 衣 阿 华 州 杜 布 克 保 存 下 来 
的 日 记 时 ， 我 不 禁 想 到 这 些 问 题 。 这 里 是 典型 的 记载 :“ 上 学 。 
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上 小 提 鞭 课 。 傍 晚 去 上 钢 仅 课 。 练 习 。 为 起 居 宣 沙发 靠 热 绣 
花 。” 它 使 人 联 起 起 - :种 生活 方式 : 处 于 必然 王国 的 人 们 ， 越 
是 自力 更 生 ， 就 越 有 更 多 时 间 探 索 和 开发 内 在 的 资源 。 

我 们 会 不 会 是 在 息 一 个 埃 软 阶梯 ， 必 .为 是 在 一 步 - - 步 往 上 
走 ， 结 果 ， 出 乎 我 们 意料 ， 最 终 我 们 又 回 到 了 我 们 出 发 的 她 
方 ,其 至 更 低 ? 作为 -- 个 乐观 主义 者 ， 我 愿意 认为 这 个 答案 是 
否定 的 。 这 个 问题 仍 阳 值得 琢 嘱 ， 不 仅仅 是 对 计算 机 - 


第 八 章 发 明之 母 


按照 一 条 老 的 拉丁 格言 , “需要 为 发 明之 母 ,位 是 ,，“ 好 
奇 为 发 明之 母 ”同样 也 是 对 的 。 正 是 好 奇 心 ， 而 不 是 需要 ， 驱 
使 迈克 尔 ' 法 拉 第 在 19 世纪 的 早期 探索 电 与 磁 。 当 被 问 双 “所 
有 这 些 有 什么 用 ?” 他 回答 ,，“ 一 个 新 生 婴 儿 有 什么 用 ?” 他 没 
有 想到 我 们 这 个 时 代 的 设备 一 一 电报 ， 电 话 ， 电 灯 ， 收 育 机 ， 
电视 , 饥 达 ， 光 盘 。 他 受 急 于 回答 物理 学 ， 化 学 ， 生 物 学 和 数 
学 共有 的 基本 旧 题 所 驱动 ， 这 问题 是 , “我 们 富 居 其 中 的 宇宙 
的 本 性 是 什么 ?” 或 更 一 般 地 , “什么 是 真实 的 ?” 对 这 些 问 题 
的 来 之 不 易 的 回答 ， 构 成 我 们 文明 社会 的 财富 ， 从 而 增加 供 我 
们 选择 的 事物 ， 扩 大 我 们 的 行动 能 力 ， 包 括 对 我 们 有 好 处 和 对 
我 们 有 伤害 的 能 力 。 

很 难 ， 或 许 不 可 能 ， 预 言 我 们 的 行动 ， 特 别 是 新 发 现 的 长 
期 效果 。 当 IBM (公司 ) 在 1947 年 宣布 晶体 答 的 发 明 时 ， 人 
们 只 是 把 它 看 作 -- 个 用 于 助 听 的 装置 ， 再 无 其 他 ; 他 们 肯定 没 


of 
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有 把 它 看 成 是 使 计算 机 更 小 的 关键 。1949 年 、IBM 估计 全 世界 
对 计算 机 的 需求 将 为 15 台 机 器 所 满足 。 当 查尔斯 ` 汤 斯 和 阿 巧 
“ 肖 劳 1958 年 发 明 激光 时 ， 他 们 没有 想到 杂货 店 和 图 书馆 的 扫 
描 器 ， 光 盘 ， 精 密 测量 仪器 ， 眼 外 科 或 纤维 光缆 。 

很 多 完全 属于 数学 领域 的 发 现 ， 后 来 却 在 “现实 世界 ”中 
有 令 人 惊奇 的 应 用 。 这 些 发 现 是 由 好 奇 心 ,由 回答 某 问题 的 强 
烈 要 求 ， 由 探索 未 知 所 引起 的 。 

我 将 概略 地 叙述 三 个 例子 。 为 弄 清 细 季 、 你 可 查阅 书 末 的 
参考 文献 。 

纽 结 

在 19 世纪 8 年代, 物理 学 家 认为 ， 光 是 在 一- 种 被 称 为 以 
太 的 物质 中 传播 。 他 们 设想 ， 以 太 充满 空间 每 一 个 隐蔽 冷 僚 的 
角落 。 人 们 猜测 ， 原 子 只 不 过 是 以 太 作 成 的 一 个 缠绕 的 纽 结 ， 
不 同 的 元 素 对 应 不 同 的 纽 结 。 

让 我 们 暂停 一 会 儿 ， 先 来 描述 数学 家 关于 纽 结 的 观点 。 

为 作 一 个 纽 结 ， 我们 取 一 条 线 ， 将 它 随意 缠 纽 然后 将 其 两 
端 粘 在 一 起 。 下 面 是 四 个 纽 结 的 图 形 。 


左边 这 个 纽 结 ， 根 本 没有 缠绕 称 为 非 纪 。 对 第 二 个 纽 结 ， 
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不 管 你 二 样 批 动 这 条 线 ， 都 不 可 能 使 它 汉 
纽 不 同 。 午 一 略 来 ， 第 二 个 纽 结 好 像 也 是 缠绕 了 的 ， 但 和 微 拉 
一 下 ， 就 会 使 它 没有 缠绕 ， 这 说 明 它 是 一 个 乔装 了 的 非 绀 。 第 
四 个 图 形 展示 另 一 个 不 能 没有 缠绕 的 纽 结 。 而 县 可 以 证 明 ， 它 
和 第 二 个 纽 结 下 的 不 同 。 

受 物 理学 的 激励 ， 数 学 家 们 开始 研究 纽 结 。 甚 至 在 爱 因 斯 
志 指 明 不 需要 以 太 之 后 ， 他 们 念 然 继续 他 们 的 研究 ， 这 是 他 们 
出 的 基本 问题 ; “给 定 两 个 纽 结 图 形 ， 我 们 怎么 能 够 知道 它 
门 是 否 实 际 上 描写 同一 纽 结 ?” 经 过 -个 世纪 的 工作 ， 仍 
有 判别 的 自动 程序 ， 但 某 些 复杂 的 代数 工具 在 - 些 特定 情形 下 
解决 了 这 个 问题 。 

如 果 有 什么 东西 看 来 没有 实际 用 处 ， 谅 必 它 就 是 纽 结 理 
论 。 但是， 在 8 年 代 ， 这 个 理论 却 有 助 于 分离 DNA 分 子 的 化 
学 物质 。 我 们 经 常 把 它们 想象 为 呈 螺 旋 阶 磋 或 螺 施 线形 状 的 这 
些 分 子 ， 往 往 皱 缩 成 纽 结 的 形状 。 纽 结 理论 帮助 我 们 分 析 这 些 
DNA 形式 的 性 质 。 最近， 纽 结 理论 又 被 应 用 于 物理 学 的 一 个 
分 支 统计 力学 之 中 。 


探 管 
回 到 1917 年 ， 奥地利 数学 家 约 汉 思 * 拉 当 《1887 一 1956) 
提出 了 一 个 表面 看 来 毫 无 用 处 的 问题 ,我 将 用 水 果 绰 糕 的 详 
言 予以 描述 。 
一 个 水 果 和 蛋糕 包 含 分 散 遍 布 于 蛋糕 内 的 樱桃 ， 堂 钱 菠 葛 ， 
胡桃 ， 葡 萄 干 和 桂皮 。 它 是 水 果 拌 蛋糕 的 不 幸 结合 ， 其 所 用 的 
水 果 可 能 是 上 好 的 ， 八 炎 可 能 是 可 口 的 。 撒 入 一 点 白兰 地 或 朗 
姆 酒 为 这 个 混合 物 防 奖 。 它 往往 在 圣诞 节 前 后 以 礼物 的 形式 出 
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现 。 因 为 礼物 的 接受 考 几 乎 无 人 喜欢 水 果 蛋 糕 ， 它 有 时 就 被 储 
存 起 来 ， 并 把 它 作为 下 -年 的 礼物 送出 去 。 因 此 ， 有 些 水 果 蛋 


糕 可 能 有 几 政 年 的 历史 ， 它 们 被 完好 地 保存 在 其 中 的 酒精 中 ， 


就 
注 ) 保存 在 西伯 利 亚 冻 土 带 -一 样 。 


隐 一 个 冰川 时 期 的 暴 儿 《北美 六 的 一 种 动物 ， 念 冲 圭一 一 译 


不 管 怎样 ， 设 想 你 要 精确 地 了 解 每 “种 成 分 位 于 何 处 而 不 


切 开 有 蛋糕 。 你 可 用 一 根 细 得 像 蛛 丝 一 样 的 极其 狭窄 的 空 管 穿 过 


盟 糙 。 然 后 你 再 量 量 这 个 探 管 中 收 集 的 物质 ， 
个 可 能 的 方向 和 水 果 蛋 糕 的 每 - -部 分 这 么 作 ， 
是 ,，“ 假 如 我 准 兢 地 知道 每 -次 探测 的 重量 ， 


设想 你 可 以 对 每 
拉 当 提出 的 问题 


我 是 否 占有 充分 


的 资料 ， 足 以 计算 出 每 -种 水 果 的 位 置 并 指 测 它 是 什么 ?” 

桔 皮 是 由 -种 非常 轻 的 物质 构成 的 。 胡 桃 也 是 这 样 。 一 块 
藏 枕 较为 稠密 得 多 。 即 使 它 的 大 小 可 能 跟 胡 桃 一 样 ， 但 它 更 
重 。 它 有 较 高 的 密度 。 假 定 蛋 糕 中 每 一 种 不 同 的 水 果 右 不 同 的 
密度 ， 因 而 每 一 种 水 果 可 以 等 同 于 其 说 明 癌 题 的 密度 。 


拉 当 证 明 ， 至 少 在 理 沦 上 ， 只 用 每 一 个 像 针 一 样 的 探 管 的 
重 医 ， 他 就 可 以 间接 计算 出 看 糕 里 面 有 什么 东西 及 其 位 置 。 如 


其 论文 的 题 月 所 指出 的 , “关于 从 函数 在 - 些 流 形 上 的 积分 确 


定 函 数 "， 他 没有 旁 虑 例如 分 析 水 果 蛋 糕 之 


的 任何 实际 问题 。 


浏览 这 篇 论文 ， 你 会 者 到 许多 x，y， 以 及 大 量 微 积分 中 使 用 
的 记号 。 顺 便 说 一下， 没有 方法 使 得 这 样 的 探 管 不 损坏 蛋糕 。 


也 的 整个 研究 只 不 过 是 想 满足 他 自己 的 好 奇 心 。 
但 是 ， 几 十 年 之 后 , 拉 当 的 发 现 却 被 应 用 于 天 文学 , 分 于 
生物 学 ， 地 球 物理 学 ， 光 学 和 医学 。 例 如 ， 计 算 机 化 的 层面 x 


光照 相 术 (CT) ， 可 使 医生 看 到 病人 的 体内 ， 现 毋须 求助 于 外 
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科 了 手术 。X 光束 起 着 细 空 管 的 作用 。 光 上 克 通 过 病人 时 被 吸收 的 
数量 起 着 管内 所 收 重量 的 作用 。 数 以 千 计 的 这 种 光 旧 的 数据 ， 
由 一 合计 算 机 进行 处 理 ， 以 构 作 出 - 个 横 截 面 影像 、 这 个 过 程 
需要 如 此 大 量 的 计算 ， 以 致 只 有 电子 计算 机 能 够 充分 快 地 进 
行 ， 才 足以 保证 它们 的 任何 应 用 。 内 为 在 拉 当 写 那 篇 论文 的 时 
候 ,， 还 没有 电子 计算 机 ， 他 肯定 不 会 预 萌 全 后 来 以 “ 拉 当 变 
换 ” 著 称 的 那 一 T 作 的 任何 应 用 。 再 次 于 明 ， 好 麻 为 发 明之 
县 。 


代 码 

我 的 第 三 个 例 了 来 自 数论 ， 传 统 上 它 被 认为 是 最 少林 能 被 
应 用 的 数学 分 支 。 正 如 G.H. 哈代 1940 御所 说 , “还 没有 人 发 
现 数论 能 服务 于 任何 军事 县 的 …… 任 何人 似乎 都 极 不 可 能 如 此 
作 上 许多 年 。” 

我 猜想 ， 他 竖 是 知道 下 面 这 件 事 是 会 感到 烛 破 的 。1977 
年 ， 二 位 数学 家 ，R. 里 维 斯 特 ，A. 夏 米 永和 上 . 艾 德 雷 竖 ， 
应 用 数论 发 明了 一 种 新 的 密码 ， 发 表 存 一 篇 题 为 “获得 数字 和 象 
征 和 公共 字 铀 保密 系统 的 一 种 方法 ”的 文章 中 。 这 个 代码 不 是 
他 们 的 第 “次 尝试 。 里 维 斯 特 和 夏 米尔 提出 过 各 种 代码 ，! 作 
艾 德 雷 受 全 都 给 破译 了 。 但 是 他 破译 不 了 43d。 这 种 代码 为 银 
行 和 企业 提供 -种 安全 而 秘密 的 传输 信息 的 方法 。 它 完全 是 军 
的 ; 联邦 政府 把 发 表 代 码 和 破解 它 的 技术 视 为 违反 1954 年 
军火 管制 条 例 。 

我 将 仅仅 描述 代 公 据 以 建立 的 数论 ， 详 情 请 查 参考 文献 。 

首先 回忆 儿 个 算术 定义 。 上 自然 数 是 数 《shi) 人 或 物 的 数 ， 
即 1，2，3，4…… 说 一 个 自然 数 D 能 除 尽 另 一 个 自然 数 N， 如 
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果 有 一 个 白 然 数 Q( 称 为 “ 商 ") 使 得 D 乘 Q 等 于 N。 例如 ，3 
能 除 尽 12， 因 为 3x4= 12。 妈 果 D 能 除 尽 N， 那 么 我 们 也 说 D 
是 “N 的 一 个 因子 ”。 作为 一 个 例子 ，12 的 因子 是 1，2，3， 
4, 6 和 12。 

当 D 是 N 的 一 个 因子 时 ， 我们 也 说 “N 是 D 的 一 个 倍 
数 "。 例 如 ，3 的 信 数 是 3，6，9，12，15,，… 等 等 ，L 3s 计 
数 。 当 N 是 D 的 一 个 倍数 时 ， 我 们 也 说 “D 平稳 地 通 向 
N” 一 一 没有 余数 。 

一 个 数 丛 好 有 了 两 个 因子 ， 本 身 和 1， 就 被 称 为 素数 。 前 儿 
个 素数 是 2，3，5，7，11，13，17，19 和 23。 (注意 ，1 不 是 
素数 ， 因 为 它 只 有 - 个 因子 ， 即 它 本 身 。) 

我 们 需要 的 下 一 个 概念 是 “ 乘 方 "。 如 果 N 是 一 个 自然 
数 , 我们 将 把 NxN 表 示 为 平 ， 读 作 “的 -次 宕 ”或 “ 平 
方 "。 类 似 地 ， 把 Nx N x N 表示 为 闻 ， 读 作 “N 的 三 次 震 ” 或 
“N 立方 "。 更 一 般 地 说 ， 如 果 e 是 -- 个 月 然 数 ， 我 们 把 “e 个 
六 的 乘积 ”表示 为 Ne， 读 作 “N 的 e 次 里 "。 例 如 ， 

52=5x5=25, $=5x5x5=125, 
54=5x5xSx5= 625。 

18 世纪 ， 欧 拉 发 现 了 这 些 宪 的 一 -个 值得 注意 的 性 质 ， 下 
面 说 的 是 它 的 -个 特殊 情形 。 取 出 任意 两 个 不 同 的 素数 p 和 
de 对 作 -自然 数 N， 作 数 

Ne-bt-D+l_N。 
垃 证 明 ， 这 个 数 总 是 两 个 素数 之 积 px q 的 一 个 倍数 。 
汶 了 便于 理解 ， 考 说 一 个 最 简单 的 情形 : p 为 2，q 为 3。 
这 时 ， 欧 拉 断 言 ， 对 任何 自然 数 N， 


办 
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NG-DG-D+1_A 

是 2x3 的 一 个 倍数 。 这 就 相当 于 灶 言 ， 对 可 自然 数 8 的 每 一 

PP-N 
部 是 6 的 倍数 。 当 N (比如 说 ) 为 4 时 我 们 来 检验 这 个 断 霹 。 
在 这 种 情况 下 ，N? -成 为 中 -4， 它 就 是 人 -4， 或 60。 正 
如 欧 拉 所 预言 的 ，60 确实 是 6 的 一 个 倍数 。 你 起 zj 以 对 N 的 
其 他 选取 ， 例 如 1，2，3，5， 很 容易 地 如 以 检验 。 你 可 能 还 
想 要 对 男 一 对 素数 例如 3 和 5、 来 检验 欧 芝 的 结论 。 如 果 你 用 
更 大 的 数 ， 计 算 将 会 十 分 繁重 ， 即 使 用 计算 器 也 不 轻松 ， 

欧 拉 定 会 感到 惊奇 ， 如 果 他 知道 ， 他 关于 一 个 确定 的 数 是 
两 个 已 知 素数 之 积 的 一 个 倍数 的 结论 ， 在 两 个 世纪 之 后 ， 竟 成 
为 密码 的 基础 。 

为 使 用 代 合 ， 一 个 银行 《比如 说 ) 选取 两 个 大 的 素数 p 和 
qs。 我 指 的 足 ， 阶 为 区 位 数字 长 。 然 后 ,银行 计算 让 它们 的 莱 
积 pxq， 长 约 150 位 数字 ， 并 把 这 个 被 称 之 为 字 钴 的 乘积 供 
它 的 顾客 享用。 但是， 它 不 公开 那 两 个 素数 是 什么 。( 马 厂 芋 
和 尔 曼 在 《科学 美国 人 》1979 年 8 月 号 上 的 一 篇 文章 中 ， 说 明 
了 如 何 使 用 字 钥 编码 。》 

一 个 侦探 为 了 酸 至 这 个 代码 ， 必 须 找到 两 个 素数 ， 其 乘积 
为 那个 长 长 的 字 钥 。 这 就 意味 着 要 找 一 个 150 位 数 的 因子 - 须 
知 ， 要 找 12 的 因子 ， 手 算 几 秒 钟 便 可 获得 ， 但 莹 找 一 个 很 大 
的 数 的 因子 ， 最 快 的 计算 机 也 需要 很 长 的 时 闻 。 为 对 这 个 困难 
有 所 感受 ， 试 求 乘积 为 1739 的 两 个 素数 ;1739 是 个 相当 小 的 
数 。 然 后 ， 设 想 -下 求 一 个 150 位 数 的 因子 的 困难 ， 它 不 是 一 
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个 吸引 入 的 前 景 . 

1977 年 ， 人 们 猜想 ， 一 个 150 位 数 定 会 大 到 足以 隐蔽 它 的 
两 个 素数 因子 达 几 个 世纪 之 久 。 在 那 年 , 《科学 美国 人 》 发 布 
了 一 条 基于 -个 129 位 数字 钥 的 简短 信息 ， 并 悬赏 100 美元 ， 
给 译 解 出 该 信息 ， 大 体 上 也 就 是 找 出 该 发 布 数 的 两 个 素数 因子 
的 人 。 

若干 年 过 去 了 ， 没 有 任何 人 译 解 出 该 信息 。1990 年 ， 三 
位 代码 发 明 者 创办 的 RSA 数据 保安 公司 ， 发 布 了 儿 个 更 小 的 
挑 成 性 字 铀 ， 其 中 三 个 最 小 的 各 有 100，110 和 120 个 数字 。 
数学 家 们 设法 寻找 它们 的 因子 ， 但 直到 1994 年 ， 其 个 129 位 
数字 的 字 钥 ,经 受 什 了 所 有 的 攻击 。 那 一 年 ，24 个 亲家 的 600 
位 志愿 者 ， 每 人 操作 一 至 数 台 个 人 计算 机 ， 合 作 八 个 多 月 ， 揭 
圳 了 这 两 个 素数 因子 。 (如 果 这 600 位 志愿 首 以 每 秒 一 次 运算 
的 速率 进行 手 算 ， 那 会 需要 500 万 年 才能 诺 出 。) 闫 便 说 上， 

息 几 平 上 党 无 意义 ; 它 是 “不 可 思议 的 语言 是 神经 质 
的 秃 应 "。 这 个 团体 把 奖金 捐赠 给 了 免费 分 发 软件 程序 的 免费 
软 什 基金 会 。 

日 前 ， 基 于 150 位 数 的 代码 秘 乎 仍然 是 安全 的 。 但 是 ， 随 
着 计算 机 变 得 越 来 越 块 ， 随 着 更 快速 的 因数 分 解 新 方法 的 发 
了 明 ,， 即使 这 样 的 数 也 可 能 还 不 够 大 。 

这 三 个 例子 一 纽 结 ， 拉 当 变 换 和 欧 拉 定理 一 表明， 为 
满足 好 奇 心 而 作 的 数学 日 后 可 能 获得 实际 应 用 。 为 了 加 强 说 服 
力 ,例子 的 列举 可 以 .~ 页 一 页 地 继续 下 去 ,但 我 只 再 可 两 个 。 
早 在 19 世纪 初 就 已 成 为 数学 的 一 个 公认 部 分 的 复数 ， 在 这 个 
世纪 林 是 分 析 交 流 电 的 理想 工具 。19 世纪 引进 的 一 种 几何 学 ， 
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结果 恰好 是 20 1 
的 数学 。 


世纪 初 爱 


因 


TT 
斯 坦 为 表述 他 的 广义 相对 论 所 需要 


为 前 面 三 个 例子 已 经 证 明 我 的 观 


外- 局， 
HE 


轩 为 他 们 感 


到 - 些 问题 3| 人 入 胜 , 一 些 发 现 出 人 意料 ， 深 刻 ， 永 恒 而 美 


妙 。 社 会 


谁 也 不 


持 他 们 |， 是 | 
见 的 巨大 的 实用 


ER 


能 讽 


价值 。 


第 九 章 ”说 实在 的 ， 


当 报 刊 天 字 标 题 登 出 “军事 基地 关闭 ”， 


令 ”,，“ 企 业 合并 ” 


， “计划 中 的 赌场 ” 


工作 是 什么 9 


“关于 
需要 新 监狱 ， 


为 那些 发 现 往往 会 有 包括 发 岗 者 在 内 


于 航行 的 等 
滑 章 高 


税 ", 或 “牧师 为 减少 圣诞 节 购 物 闪 解 ”时 ， 头 一 个 想到 的 问 
题 是 什么 ? 回答 ; 这 会 创造 或 毁 挤 多 少 工作 〈 岗 位 )? 通常 
报道 的 第 -或 第 二 段 会 提供 这 些 数字 。 


对 于 工作 的 这 种 


C 先 关心 ， 有 一 个 很 好 的 理由 。 没 有 工作 


的 那些 人 担心 找 不 到 上 作 ; 有 工作 的 那些 人 担心 丢掉 工作 。 如 


果 你 正 想 着 怎样 把 面包 摆 在 桌 上 , 引 


真实 和 美妙 。 由 于 这 个 原因 ， 下 - 章 


本: 


数 所 起 的 《或 不 起 ) 


就 很 礁 全 神 贷 注 
将 沽 罕 在 许多 谋生 手 


但 是 ， 首 先 让 我 们 停 下 来 简短 地 分 析 一 下 工作 这 个 概念 。 


像 水 是 
不 同 的 两 个 方面 , 即 
要 有 :一 个 收入 岗位 ， 


EE 


以 便 能 够 购 尖 和 


E 活 必需 品 和 奢 傍 品 。 对 了 


昌 肘 和 氧 构 成 一 样 确实 ， 工 作 是 由 独立 的 性 质 截 然 
E 产 岗位 和 收入 岗位 所 构成 。 每 个 人 都 需 
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个 人 来 说 , 这 足 工作 的 关键 前 


分 。 


社会 作为 一 个 牙 体 需要 一 定 


数量 的 生产 坟 位 ， 以 信和 供 汪汪 商品 服务， 没有 任何 理 出 要 


求 所 需 收 入 册 位 的 数目 恰好 等 于 所 需 
男性 数 日 和 女性 数目 的 平衡 相 对 上 比 ， 后 者 是 由 碰巧 有 一 个 


这 同 


E 产 岗位 的 数 口 - 〈 试 把 


色 体 或 Y 染 色 体 传递 给 下 一 


个 


代 而 保持 能 。》 实际 上 ， 在 两 


世纪 的 工业 革命 和 一 个 世纪 的 电子 革命 之 五 ， 随 着 无 数 节 当 
体力 和 脑力 的 发 明 ， 如 果 仍 有 足够 分 配 的 生产 


岗位 ， 几 是 出 人 


意料 的 。 在 西欧 至 少 日 % 和 在 美 


国 


全 少 6% 的 桂 久 的 失业 率 表 


晶 


图 内 “几乎 三 分 


或 是 没有 工作 ， 


是 有 缺陷 的 ， 就 像 - 


心 。 
收入 岗位 的 大 / 


肯 ， 发 达 同 家 将 经 历 不 平衡 状态 。 


国际 劳工 组 织 估计 ， 侈 款 范 


一 的 工人 一 一 或 30 亿 中 的 8 亿 2 干 万 人 

或 是 只 有 部 人 
只 要 我 们 把 工作 想 成 一 个 单一 的 不 可 分 割 的 单元 ， 我 们 就 
-个 不 知道 水 由 两 个 元 素 构成 的 化 学 家 一 
样 。 当 我 们 为 工作 担心 时 ， 我 们 实际 上 是 为 缺少 收入 岗位 担 


人 时 间 工 作 


、( 挣 钱 多 少 ) 和 生产 岗位 的 价值 (生产 什 


么 ) 之 间 可 能 几乎 没有 关系 。 例 如 ， 一 个 教育 青年 或 照顾 老人 


的 人 ， 占 有 一 个 小 的 收入 岗位 ， 但 是 一 个 关键 的 生产 岗位 。 另 


方面 , 一 个 卷烟 公 
位 , 但 根据 卫生 局 
1 000 名 美国 人 。 你 或 许 已 


AN 司 的 总 经 理 ， 


可 能 占有 - -个 巨大 的 收入 岗 


医务 主任 所 说 ， 这 个 生产 岗位 一 天 杀 死 
经 注意 到 许多 这 样 令 人 | 


困惑 的 反差 。 


一 个 收入 岗位 甚至 可 能 没有 相关 的 生产 岗位 一 一 例如 ,一 


个 福利 接受 者 或 一 个 家 产 继承 和 人。 
例如 ， 一 个 医院 的 志愿 者 或 一 个 博物 


设 有 相关 的 收入 岗位 一 一 


类 似 地 ， 一 个 生产 岗位 可 能 


馆 的 义务 讲解 员 。 犹 他 州 西 约 且 


的 布 里 亚 人 是 一 个 特殊 的 例 
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eg 名 eNombens rn 


子 ; 他 们 为 几 百 条 被 人 地 弃 的 狗 找到 了 良好 的 家 园 而 不 用 花 
钱 。《 新 闻 周 刊 》 和 本 伦比 亚 广播 公司 注意 到 一 些 很 不 显 限 的 
人 们 ， 他 们 占有 有 价值 的 生产 岗 你 、 但 没有 或 内 有 了 
位 。 正如 《新 闻 辕 刊 》 的 社 长 所 写 的 那样 , “为 什么 只 有 影 

和 其 他 著名 人 士 才 被 认为 值得 公众 注意 ? 授 一 个 奖 表 彰 5 捐助 了 


社会 上 其 他 人 


六 或 完成 了 林村 


人 怎么 样 ?” 讲 得 对 。 
逐步 缩短 工作 周 有 助 于 保持 两 类 后 位 之 问 的 大 纹 下 黎 。 但 
是 ， 如 果 - 个 周 家 意识 不 到 作 在 一 个 基本 的 不 半 衡 、 它 就 可 能 


不 去 设法 予以 


或 者 强大 的 广 
够 多 的 千 产 岗 


只 “无 形 的 于” 


宣扬 的 英雄 主义 行为 的 普通 美 间 


位 以 适应 需要 。 
的 运作 ， 很 难 


心 是 如 此 地 盛行 。 


它 可 能 要 留待 新 发 时 ， 新 的 风骨 和 由 所， 
Ff 有 这 些 部 刺激 经 济 发 展 -一 创造 足 


这 种 漫 尤 计划 的 办 法 ， 依 碧 于 - - 
达到 预期 效果 。 难 怪 对 C 作 的 关 


下 一 章 详细 措 述 美国 的 生产 岗位 和 每 一 类 型 的 工人 数量 。 


当 我 们 想 知道 “ 谁 需要 什么 样 的 数学 ?” 之 对， 这 可 能 会 有 助 


于 我 们 站 稳 脚 忠 。 


第 十 章 我 能 从 中 找到 什么 ? 


无 论 是 在 家 , 或 是 在 工作 场所 ， 想 过 地 福 高 效 的 生活 ， 而 
不 用 做 两 个 分 数 的 加 法 或 是 摆弄 一 个 代数 方程 ， 那 是 不 可 能 
的 。 我 不 打算 断言 ， 为 了 获得 份 好 的 工作 ， 每 个 人 都 必须 学 
会 试图 劝说 任何 人 成 为 一 个 数学 家 。 我 所 要 做 


微 积 分 。 我 不 
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的 ， 只 是 描述 各 种 特定 行业 所 需要 的 数学 水 平 ， 以 及 在 这 一 行 
业 中 工作 的 人 数 。 我 不 打算 预言 ， 哪 些 行业 将 会 扩充 ， 哪 些 将 
会 收缩 ， 哪 些 将 会 需要 更 多 的 数学 ， 哪 些 会 少 。 未 来 是 难以 预 
言 的 ， 我 将 把 这 一 任务 留 给 劳动 统计 局 发 布 的 《职业 怖 望 季 
刊 》 及 其 调查 报告 “美国 劳动 力 : 1992 一 2005:” 
暂时 摘 下 工作 不 说 ， 而 来 荃 虑 这 样 一 个 问题 : “一 -个 人 需 
此 什么 样 的 数学 技能 米 应 付 口 常生 活 ?” 假 如 你 有 一 位 期 友 ， 
一 位 配偶 ,或 一 位 会 计 为 你 作 所 有 的 计算 ， 那么 你 白 己 就 不 需 
要 作 任 何 计算 。 但 是 ， 如 果 你 不 想 每 次 当 你 把 处 方药 分 成 防 
半 , 或 者 计算 一 张 信 用 卡 上 18% 的 和 息 是 多 少时 都 大 谨 求 助 ， 
或 者 你 想 楼 能够 辨认 你 的 计算 器 是 否 显 示 了 一 个 莱 雇 的 答案 ， 
那么 ， 处 理 分 数 和 百分比 的 技能 就 是 必须 的 。 而 且 ， 正 如 我 将 
指出 的 ， 这 种 水 平 的 数学 专长 ， 就 是 大 部 分 工作 所 需要 的 全 


部 。 


但 是 ， 当 我 们 看 到 计算 机 正 沙 人 到 我 们 生活 的 每 个 角落 
时 ， 我 们 很 可 能 会 怀疑 ， 是 否 甚至 对 算术 的 需要 也 将 消失 。 激 
光 器 扫描 柜台 的 代 和 3， 计 算 机 登录 顾客 付款 数量 并 处 理 余下 的 
事情 ， 甚 至 包括 销售 税 和 找 零 ， 硬 币 自 动 下 落 到 一 个 斜 槽 内 。 

可 是 ， 如 果 计 算 机 突然 发 生 故障 ， 或 者 ， 如 果 为 计算 机 编 
制程 序 的 人 登录 了 错误 的 价格 ， 会 发 生 什么 事 呢 ? 我 曾 看 到 ， 
在 这 样 的 不 幸 事 件 中 ， 出 纳 员 无 能 为 力 。 

虽然 大 部 分 工作 只 用 到 使 得 一 个 人 能 应 付 日 常生 活 的 算 
术 ， 但 我 不 打算 建议 人 们 在 6 年 级 停止 学 习 数 学 。 我 主张 向 大 
范围 的 机 过 开门 ， 并 尽 可 能 长 久 地 继续 开 下 去 ， 而 不 主张 关 
门 。 许多 工资 较 高 而 重复 性 较 少 的 行业 确实 需要 超出 算术 范 轩 
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的 数学 。 

有 了 时， 对 数学 的 蓝 求 是 无 虑 的 ， 间 接 的 。 例 如 ， 萨 克拉 门 
托 市 学 院 开 办 的 许多 钠 年 制 的 职业 班 ， 要 求学 生 遂 过 一 个 代数 
考试 才能 毕业 。 加 利 福 尼 业 大 学 准许 入 学 的 前 提 之 一 是 具有 3 
年 的 中 学 数学 基础 ， 而 由 学 生 们 “被 强烈 地 建议 在 中 学 的 每 一 
年 选 学 大 学 预备 数学 ”"。 或者， 一 个 法 学 院 可 能 建议 洪 在 申请 
人 学 习 “ 数 学 和 你 辑 ”"， 以 及 自然 学 科 和 人 文学 科 的 其 他 领域 。 

有 时 ， 数 学 要 求 虽然 说 得 清楚 ， 但 仍 避 能 带 来 惊 命 。 在 萨 
克拉 门 托 市 学 院 ， 电 子 方面 的 学 生 必 须 学 两 年 代数 和 一角; 一 
个 未 来 的 护士 必 须 学 一 年 代数 。 有 加利福尼亚 大 学 某 些 士 修 心理 
学 的 学 生 必 须 学 一 年 微 积分 。 


父母 ， 老 师 或 学 校 顾问 的 指导 。 在 打 
中 有 超过 三 分 之 一 的 人 ， 想 在 大 学 里 学 ; 
有 在 少数 民族 中 尤为 强烈 。 

再 者 ,学 习 一 门 课程 往往 不 足以 掌握 它 。 为 达到 掌握 ， 有 
两 种 可 靠 的 方法 ， 一 是 教 ， 甚 至 作 一 名 指导 教师 ; 一 是 选修 要 
应 用 它 的 后 继 课 。 代 数 有 助 于 复习 算术 ， 三 角 使 几何 更 明白 ， 
而 解析 几何 则 同时 加 强 代数 和 三 角 。 微 积分 不 仅 复习 所 有 这 些 
课程 ， 并 把 它们 ] 迭 在 一 起 ， 而 且 提供 更 广泛 的 应 用 。 

当 我 认识 的 一 位 工程 师 雇用 一 个 助手 来 帮助 作 某 些 计算 
时 ， 使 我 想起 补充 后 继 读 的 价值 。 他 曾 在 求助 广告 中 向 应 聘 者 
提出 “两 华 大 学 ， 包 括 一 年 微 积分 ”的 要 求 。 

“他 们 真 的 要 用 微 积分 吗 ?” 我 癌 。 


活 | 
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可 
未 
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“不 ， 但 那样 我 就 能 肯定 他 们 懂 三 角 。 他 们 将 会 坚 作 大 攻 


三 角 计 算 : 


他 指出 ， 大 部 分 工 


程 师 在 他 们 的 工作 中 个 用 微 


在 大 学 中 想 要 


年 懂 为 他 们 的 工程 学 习 黄 定 基础 的 4 
课程 时 ， 他 们 需要 微 积分 。 


积分 。 当 他 
物理 和 化 学 


《纽约 时 报 》 的 一 篇 文章 , “ 女 着 职业 母亲 亦 步 亦 档 "， 提 


了 一 位 13 岁 女 孩 的 事例 ， 她 正 同 她 的 母 凌 ，】 


的 -位 董事 长 ， 讨 论 代数 的 重要 性 。 “在 我 的 职 4 


打算 使 用 代数 ”。 


她 的 母亲 显示 了 一 


P. 摩尔 根 公 


引 中 ， 我 从 


个 Y， 作 为 胜利 的 象征 ， 


高 兴 ， 她 的 女 ) 


“完全 接受 了 有 职业 就 是 一 种 赐 


予 的 观点 "。 


我 希望 这 个 V 并 不 表示 不 需要 代数 。 如 果 这 位 女 技 想 追 随 她 


去 
如 


亲 的 脚步 ， 她 就 可 能 在 大 学 
她 会 大 吃 一 你 : 两 者 通常 都 
一 一 而 且 迅 速 准确 地 演算 代数 的 技能 


果 是 这 样 ， 


选择 证 修 工商 管理 或 经 济 学 。 
要 求 一 年 的 微 积分 
是 掌握 和 享用 微 积分 的 关 


键 之 一 。 那 么 ， 如 果 她 决定 成 为 一 名 医生 ， 又 会 怎样 吧 ? 也 是 
- 年 的 微 积 分 。 


涯 


要 想 找 出 什么 行 昌 


我 的 意思 不 是 说 ， 每 个 人 都 蓝 学 习 微 积分 。 王 如 我 们 将 会 
看 到 的 ， 在 1.21 亿 劳 动 者 中 ， 只 有 400 万 人 在 他 个 
中 在 某 方面 需要 微 积 分 ， 即 使 他 们 可 


] 的 职业 牛 


[能 在 工作 中 不 使 用 它 。 
需要 什么 样 的 数学 ， 最 好 的 途径 是 什 


么 ?这 正 是 当 我 蕉 虑 写 这 一 章 时 所 面临 的 问题 。 我 肖 定 不 打算 


对 随机 挑选 的 成 二 上 万 劳动 者 进行 民意 测验 。 幸 好 ， 


虑 


业 ' 


这 个 问题 的 第 一 人 。 
奏 尔 , 双 德 的 蔬 《 


中 使 用 的 数学 : 他 据 


我 不 是 才 


我 们 何 时 会 用 这 个 ?》， 列举 了 L100 个 行 
人 们 询问 “在 大 约 个 数学 主题 中 他 
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们 使 用 过 哪些 ,以 及 如 何 使 用 。.” 例 如 ， 他 发 现 32 个 行业 使 用 
毕 达 哥 拉 斯 定理 。 总 括 又 德 所 集 数 据 的 广告 牌 ， 应 该 在 每 个 教 
数学 的 教室 里 陈列 。 对 数学 的 重要 性 而 言 ， 它 是 一 个 快速 而 令 
人 信服 的 例证 。 

但 是 ， 我 想 描述 包括 所 有 行业 的 全 貌 : 为 此 ， 我 查 了 “ 劣 
动 考 察 人 全”"， 其 中 列举 了 12 000 多 个 行 站 的 要 求 。 为 了 弄 清 
有 多 少 人 受 雇 于 每 个 行业 ， 我 不 得 不 查看 一 个 不 同 的 资料 ， 
“美国 劳动 力 : 1992 一 2005,” 它 把 劳动 态 分 为 大 约 500 个 类 
型 。 然 后 ， 我 又 不 得 不 对 这 两 个 来 源 的 数据 加 以 整理 ， 因 为 它 
们 往往 使 用 不 同 的 组 合 和 标题 。 

“行业 名 称 词典 ”列举 了 20 000 多 砷 1. 作 ， 有 了 助 十 综合 这 
两 份 资 站。 当 我 阅读 它 时 ， 我 对 支撑 现代 经 济 所 需 季 业 的 多 样 
性 和 复杂 性 感到 售 奇 。 我 疝 着 玩 似 的 浏览 索引 ， 试 图 少 出 一 些 
工作 名 称 的 意义 ， 例如“ 牛 接 沙 纱 工 "， “工头 群体 监管 人 ”， 

" 弓 劲 困 场 地 工 ",“ 长 链 卷 轴 机 操作 工 ”,“ 花 纹 链 制 工 ，“ 册 
菌 干燥 “ 流 化 工 ” 和 “ 瓶 屋 司 宗 工 ”。 

“行业 考察 大 全 ”是 围绕 诸如 艺术 和 科学 等 12 个 上 要 兴趣 
Da 它 把 这 些 领域 分 为 66 个 工 闫 ， 然 后 再 分 为 348 
个 子 类 ; 3 类 又 分 为 12 000 多 个 行业 。 对 每 -个 行业 ， 
让 0 语言 和 数学 发 挥 水 平 。 我 只 各 看 数学 
杰 求 ， 它 被 分 为 6 个 级 别 ， 从 1 到 6，6 最 高 。 它 人 是 : 

1 级 加 减 两 位 数 。 以 2，3，4，5 去 乘 和 除 10 与 100。 对 
作为 -元 的 若干 分 之 - -的 辅币 进行 四 则 运算 。 用 杯 ， 虎 脱 ， 夸 
脱 ( 均 容量 单位 一 译注 ); 时 , 叫 ， 码 (长 度 单位 一 译 
注 )， 和 器 司 ， 磅 《重量 单位 一 一 译注 ) 进行 运算 。 
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2 级 用 分 数 和 小 数 作 计 算 。 计 算 比 ， 比 率 ， 白 分 比 ， 描 
给 和 解释 条 线 图 (一 种 统 让 | 图表 一 一 详 注 ): 

3 级 计算 利息 ， 折 扣 ， 利 酒 ， 亏 损 ， 佣金 , 价格 增长 
额 ， 比 ， 比 例 ， 万 分 比 。 求 面条 和 体积 。 代 数 方面 ， 用 变量 和 
公式 ， 多 项 式 , 平方根， 根 作 计算 。 几 何方 面 ， 利 用 平 而 和 立 
体 图 形 ， 角 的 性 质 ， 以 及 两 角 之 间 的 关系 进行 工作 ， 
4 级 代数 方面 ,处理 基 本 半数 (线性 和 二 次 阴 数 )， 方 
程 的 解答 和 不 等 式 。 用 对 数 函数 ， 三 角 函 数 和 反 函数 ， 极 限 和 
连续 性 ， 慨 率 论 和 统计 推断 进行 工作 。 几 何方 面 ， 公 理化 方 
法 ,平面 和 立体 ， 坐 标 。 商 业 数 学 方面 ， 分 数 ， 百 分 比 ， 比 和 
比例 的 实际 上 应用， 测量， 代数 ， 几 何 构造 ， 三角。 
5 级 代数 方面 ， 应 用 指数 和 对 数 ， 数 学 归纳 法 ， 一 项 式 
定理 ， 排 列 作 计算 。 微 积分 方面 ， 代 数 明 数 的 微分 与 积分 。 统 
计 学 方面， 频率 分 布 ， 正 态 曲 线 ， 方差 分析 ， 相 关 ，x?*， 抽 样 
论 ， 因 子 分 析 。 

6 级 高 等 微 积分 方面 极限， 连续 性 ， 隐 哨 数 定理 ， 微 
分 方程 ， 无 穷 级 数 ， 复 变量 。 现 代 代 数 方 奋 ， 群 ， 环 ， 域 ， 线 
性 代数 。 统 计 学 方面 ， 试 验 设 计 ， 统计 推断 ， 计 量 经 济 学 。 

为 方便 起 见 ， 我 将 把 这 些 级 别 转述 为 我 认为 大 致 相应 的 课 
程 。 

1 级 ; ”算术 入门 (4 年 级 ) 

2 级 : 分数 和 小 数 (6 年级) 

3 级 : ”工商 算术 ， 某 些 代数 【第 一 年 的 代数 ) 

4 级 : 代数, 三角, 几何 〈 第 二 年 的 代数 ， 一 个 学 期 的 

三 角 ， 一 年 的 几 们 [) 
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5 级 : ”其 些 分 析 ， 微 积分 ， 统 计 学 〈 一 年 的 微 积 分 ， 一 
个 学 期 的 统计 学 ) 
6 级 : ”大 学 水 平 数 学 大 纲 的 核心 〈 三 年 的 微 积分 ，- -个 
学 期 的 抽象 代数 ，- 个 学 期 的 统计 学 

正如 我 早先 指出 的 ，2 级 相当 十 日 常生 洁 中 有 用 的 算术 。 
只 是 到 3 级， 代数 方才 登场 。 这 个 水 平 对 于 有 些 行 业 是 重 绽 
的 ， 在 那些 行业 里 ， 劳 动 者 可 能 要 处 埋 几 罕 号 表示 的 公式 ,局 
者 可 能 变 解 简单 的 方程 - 4 级 接近 于 加 利 福 尼 亚 的 入 学 要 求 . 
中 学 的 全 部 课程 通常 能 使 学 生 达 到 4 或 5 级 。 粮 陪 地 说 ，5 级 
是 主 修 生物 学 ， 医 科大 学 预科 ， 或 经 济 学 者 的 数学 ， 而 6 级 对 
应 于 主 修 专业 为 物理 学 ， 工 程 或 数学 。 

三 角 出 现在 4 级 中 ,而 微 积 分 出 现在 5 级 中 。 我 想 就 三 角 
和 微 积分 这 两 个 术语 说 几 旬 话 。 这 两 个 词 IT 倒 一些 人 ， 甚 至 包 
括 一 些 准 备 主 修 数 学 的 人 ,三角 只 不 过 是 “三 个 角度 测 最 ”的 
希腊 语 ， 而 微 积 分 是 曾经 - 度 在 计算 中 使 用 过 的 “卵石 ”的 控 
了 语 。 或 许 ， 重 新 给 它们 命名 为 “三 个 角度 测量 ”和 “ 孵 
可 能 除 掉 它们 的 神秘 色彩 。 任 何 学 生 ， 只 要 他 们 通过 先 分 的 实 
习 ， 已 经 把 他 们 的 代数 技能 锤炼 到 了 快速 准确 的 境地 ， 他 们 就 
会 发 现 ， 这 些 后 继 课 程 是 完全 可 以 弄 懂 的 -一 是 自然 紧 接 的 步 
台 。 每 年 约 有 100 000 中 学 生 参加 提前 安排 的 微 积 分 兰 试 ， 约 
有 750 000 大 学 后 学 习 微 积分 课程 。 所 以 ，“ 旷 石 ”不 是 很 神秘 
的 。 

通 观 “大 全 ”， 我 往 意 到 了 联系 于 各 种 职业 的 数学 水 于 。 
对 348 个 子 类 中 的 每 一 个 子 类 ， 甚 至 在 的 类 的 -部 分 中 ,都 
有 与 之 相 联系 的 数学 水 平 。 我 把 这 些 总 括 在 约 70 个 类 型 之 中 ， 
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这 些 类 型 接近 十 “美国 劳动 力 ” 中 的 标题 。 下 面 的 表 就 是 我 的 


结果 ， 它 为 数学 在 工作 六 位 的 作用 提供 - 
找 不 到 的 某 一 特定 行业 的 更 特殊 的 信息 ， 


个 概貌 。 对 上 木 表 中 
我 请 你 参考 我 使 用 的 


两 个 资料 来 源 和 “有 职业 名 称 词 幅 "。 节 末 的 关于 进 - 步 阅读 的 
建议 部 分 ， 列 举 了 另外 一 些 有 关 劳 动 锁 域 的 向 蛙 ， 其 中 有 的 只 
包括 一 个 城市 ， 有 的 插 述 工资 ， 侧 其 余 的 则 是 关于 劳动 环境 的 


评论 。 我 对 能 够 得 到 的 建议 ， 向 导 和 信息 的 数量 忆 
个 信息 快车 道 已 经 直通 我 们 的 生活 。 它 足 


惊 讨 。- - 
由 论文 做 成 的 


顺便 说 一 句 ， 别 对 每 个 数字 者 那么 认真 ， 而 宁 引 把 它 看 成 
- 个 大 概 的 估计 。 我 给 出 的 人 数 来 自 劳动 统计 局 ， 基 于 雇主 提 
供 的 资料 。 人 口 统计 局 使 用 60 000 个 家 许 的 调查 材料 ， 也 对 
人 数 作 了 相似 的 估计 。 两 方面 的 数 宁 从 不 一 - 致 ， 但 它们 往往 十 
分 接近 。 顺 使 提 一 下 ，1992 年 的 劳动 力 总 数 大 约 是 1.21 亿 。 


数学 

行 业 人 数 水 平 
国家 行政 部 门 ， 行 政 管理 ， 经 营 管理 15 000 000 
经 理 ， 行 政 管理 人 员 ， 国 家 行政 部 门 官员 

(财政 金融 ， 建 筑 建设 ， 饮 食 服务 ， 

房屋 出 租 ， 教育 ， 地 产 等 方面 ) 11 000 000 4 
经 营 管理 辅助 人 员 

(会 计 ， 审 计 师 ， 价 值 评 估 师 ， 

税务 员 ， 借 贷 员 等 ) 4000 000 4 
专业 人 员 17 000 000 
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续 表 

行 业 人 效 学 
工程 师 1700000 6 
建筑 炉 ， 勘 测 员 ， 阜 命 科 学 家 400000 5 
计算 机 ， 数 学 ， 运 筹 学 系统 

《保险 公司 统计 员 ， 系 统 分 析 师 ， 

统计 学 家 等 ) 800000 6 
物 型 科学 家 

(化 学 家 ， 物 理学 家 ， 气 象 学 家 ， 

地 质 学 家 等 ) 400000 56 
社会 科学 家 

(经 济 学 家 ， 心 理学 家 ， 城 市 规划 师 等 ) 400 000 5 
社会 ， 娱乐 ， 宗 教工 作者 

《牧师 ， 人 道 服务 ， 娱 乐 业 等 ) 1100000 4 
律师 和 可 法 工作 者 800 008 4 
教师 (数学 和 自然 科学 教师 除外 ) 

学 前 至 6 年 级 3 300 000 2-4 

特殊 教育 62000 2-4 

中 学 620000 4 

中 学 以 上 780000 4 

其 他 《成 人 教育 ， 职 业 教育 等 ) 1300000 3 
图 书馆 员 〔 馆 长 ， 图 书 复位 员 ) 230000 3 
顾问 240000 3 
医疗 诊断 (内科 医生 ， 和 牙科 医生 等 ) 880000 5 


健康 评估 和 治疗 
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线 表 


行 业 人 数 


(正式 护 上 ， 治 疗 师 ， 药 剂 师 等 ) 2 500 000 3-4 
《舞蹈 演员 ， 运 动员 ， 设 计 员 等 ) 2 100 000 1-2 


技术 人 员 及 相关 辅助 人 员 4 400 000 
医疗 和 工程 技术 人 员 和 技术 专家 

《获得 许 屿 证 的 有 实践 经 验 的 护 七， 

电气 技术 员 等 ) 2 800 000 3—4 
其 他 技术 人 员 (计算 机 程序 设计 

员 ， 飞 机 驾驶 员 ， 法 律 助手 等 ) 1 600 000 3-4 
营销 14 000 000 
出 纳 员 2 900 000 2-3 
售货员 (零售 ) 3 900 000 2-3 
营销 主管 3700000 2 
其 他 销售 保险， 房地产 等 》 3500000 3 
行政 管理 辅助 人 员 (包括 办 事 员 ) 20 000 000 
信息 员 (接待 员 ， 旅 馆 服务 台 ， 售 票 

代理 人 等 1600000 2 
协调 员 ， 调 研 员 ， 收 款 员 1200000 2 
人 存货 管理 员 1800000 2 
交通 ， 水运， 接待 人 员 820000 2 
舌 记 ， 会 计 ， 审计 员 2 100000 2 
秘书 ， 速 记 员 ， 打 字 员 4200000 2 
一 般 的 办 公 室 职员 2700000 2 
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行 业 人 数 学 

_ 水 平 
银行 出 纳 员 530000 3 
少 事 员 主 管 和 经 埋 1300000 2 
其 他 行政 管理 辅助 人 员 利 办 志 员 400000 2 
服务 16 000 000 
看 门人 ， 消 洁 工 ， 杂 务 管理 3 300 000 1-2 
务 女 侍 首 1 800 000 1-2 
食品 柜台 ， 饮 水 处 及 相关 人 员 1600000 1 
其 他 食品 制备 与 服务 1300000 2 
护理 与 精神 病 援助 1400000 2 
其 他 保健 服务 650 000 2 
个 人 服务 (看 小 孩 ， 美容 师 ， 

家 庭 保健 援助 等 ) 2300000 2 
私家 家 务 劳动 者 870 000 2 
消防 310000 2 
法 律 执行 980 000 2-3 
保 革 880 000 1-2 
其 他 保护 性 服务 230000 2 
所 有 其 他 服务 500000 2 
农业 ， 林业， 渔业 及 相关 行业 3 100 000 
园林 工人 和 公园 公墓 等 用 地 管理 人 880000 2 
农场 经 营 与 管理 1200000 2 
农场 工人 850 000 1-2 


了 
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续 表 

行 业 人 数 数学 
水 平 

其 他 170000 2 

精密 ， 制 造 ， 工 艺 和 维修 14 000 000 

建筑 业 (木工 ， 电 工 ， 管 道 工 等 ) 5300000 3 

机 械 管理 与 维修 270 000 3-4 

车 辆 与 机 动 装备 机 械 工 及 维修 工 〈 小 

汽车 ， 公 共 汽 车 ， 卡 车 ， 飞 机 等 ) 1 900 000 3-4 
电气 与 电子 设备 维修 630 000 3-4 
其 他 机 械 工 ， 安 装 工 ， 维 修 工 1400000 3 
印刷 工 ， 纺 织 工 ， 精 密 木 上 500000 2 
精密 制品 (金属 制造 工 ， 装 配 

工 等 ) 500000 2 
操作 工 ， 装 配 工 ， 劳 工 19 000 000 
数值 管理 ， 机 具 操 作 ， 金 属 装配 

和 加 工 ， 塑 料 制 模 等 2000000 4 
印刷 ， 装 订 ， 纺 织 ， 木 工 机 械 操 

作 等 3300000 1 
手工 工人 【电子 装配 工 ， 焊 接 工 ， 

钢 尖 食品 工 等 ) 250000 1 
卡车 司机 2 900 000 1-2 
公共 汽车 司机 650000 2 
其 他 运输 和 物质 般 运 1600000 2 
手工 援助 者 ， 劳 工 和 其 他 物质 撤 

运 工 5200000 1 
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扫 一 眼 这 张 表 就 会 使 和 人 产生 如 下 一 些 看 法 。 在 总 数 为 1.21 
亿 的 劳动 力 中 ， 大 约 400 万 人 足 在 数学 水 平 为 5 或 6 级， 要求 
微 积分 的 行业 中 。 他 们 具 占 劳动 力 的 3%。 男 一 方面 ， 大 约 
8000 万 人 ， 仅 以 1 或 2 级 ， 即 算术 谋生 。 他 们 约 占 劳 工 数 的 三 
分 之 一 : 

随 着 经 济 的 想来 越 复 杂 ， 随 着 计算 机 和 机 占 人 担负 更 入 的 
任务 ， 劳 动力 需要 的 数学 是 更 多 了 ， 还 是 更 少 了 呢 ” 两 方面 的 
论证 者 有。 我 把 这 一 -问题 留 给 《职业 展望 季刊 》， 它 是 劳动 统 
计 局 为 预报 职业 趋向 而 发 布 的 。 不 管 怎样 ， 学 牛人 下 趋向 于 比 
往年 更 多 地 学 习 数学 。 榨 照 全 国教 育 统计 中 心 1994 年 发 表 的 
“教育 状况 ”， 并 根据 教育 部 的 资料 ，1992 年 中 学 毕业 生 中 的 
56% 学 过 两 年 代数 。10 年 前 ， 这 个 数字 仅 为 37 旬 。 在 1992 
年 ，70% 学 过 几何 ; 10 年 前 是 48%。 这 就 是 说 ， 在 1992 年 
超过 半数 的 中 学 毕业 生 大 体 上 达到 了 数学 4 级 。 

民 据 实际 经 验 来 看 ， 一 个 行业 的 收入 与 受 教 育 的 程度 有 
关 ， 进 而 通常 又 与 数学 水 平 有 关 。 但 是 ， 收 入 吧 是 选择 职业 的 
-个 因素 。 有 些 人 可 能 想 在 室外 工作 。 有 些 人 可 能 想 找 一 个 白 
领 阶 雇 的 工作 ， 上 班 时 间 可 以 离开 ， 因 而 时 间 和 精力 可 以 用 于 
其 他 感 兴 趣 的 事情 。 总 之 ， 事 情 是 明显 的 ，-- 个 人 懂得 的 数学 
越 多 ， 供 他 选择 的 机 会 也 就 越 多 。 

大 学 生 们 常 跟 我 说, “我 喜欢 数学 。 我 若 获 得 一 个 数学 方 
面 的 学 位 ， 能 做 什么 呢 ? 就 是 教 数 学 ?” 根 据 在 校园 里 我 所 注 
意 到 的 ， 大 约 半数 获得 数学 方面 学 十 学 位 的 毕业 生 ， 确 实 教书 
去 了 。 但 其 余 的 一 半 , 数学 水 平 都 是 6 级 ， 有 广泛 的 选择 范 
阅 。 一 些 人 成 为 保险 公司 统计 员 ， 和 未 统 分 析 家 ， 管 销 专家 ， 网 
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络 管理 人 ， 金 融 分 析 家 等 等 。 - -位 成 为 好 莱 交 滑稽 作家 。 其 他 
大 发现， 他 们 的 本 科 训 | 练 是 道 向 诸如 医学 和 法 律 等 专业 的 跳 
弧 。 


一 位 曾经 主 修 数 学 的 内 科 医 生 阿 瑟 ` 斯 特 丹 写 道 ,“ 数 学 打 
开 了 通 向 最 好 的 医学 院 的 人 门 。 分 析 轧 维 过 程 的 训练 ， 为 我 在 
医学 院 的 学 >] 做 了 恬 常 好 的 准备 。 在 医学 中 ， 人 们 面临 的 是 这 
样 的 问题 ， 人 在 找到 解决 方法 之 前 ， 必 须 对 它 进行 透 币 地 分 析 。 
这 个 过 程 和 作 数 学 是 相似 的 。” 

另 一 位 数学 证 修 者 ， 后 来 成 为 一 名 律师 的 乔纳森 - 布 菜 特 
马赫 抱 有 相似 的 观点 。“ 虽 然 我 没有 法 律 方面 的 基本 知识 一 一 
甚至 没 学 过 一 门 政治 课 一 一 但 我 在 个 最 好 的 法 学 院 学 习 很 顺 
利 。 我 把 我 的 成 功 大 部 分 归 因 十 ， 在 那里 通过 数学 特别 是 定理 
的 学 习 ， 使 我 学 会 了 如 何 分 析 复杂 的 原理 。 学 过 数学 的 律师 能 
以 一 种 大 部 分 其 他 律师 不 能 的 方式 把 握 法 学 原理 。 

布 业 特 己 赫 不 是 第 一 位 注意 到 这 种 现象 的 人 。 托 与 斯 : 杰 
斐 进 在 1765 年 前 后 给 他 的 一 位 同学 的 信 中 写 道 ,“ 数 学 在 最 熟 
悉 的 日 常生 活 中 是 如 此 地 有 用 ， 又 是 如 此 地 特别 招 人 喜爱 和 令 
人 愉悦 ， 以 致 诱 使 每 个 人 都 愿意 和 它 交 往 。 此 外 ， 像 身体 的 各 
个 器 官 一 样 ， 大 脑 的 功能 也 因 练 习 而 加 强 和 改善 。 所 以 ， 数 学 
推理 和 演绎 是 法 学 的 最 好 准备 。 

在 每 年 获得 学 士 学 位 的 120 万 人 中 ， 仅 有 大 约 1.2 万 ,或 
省 说 1% ， 是 数学 方面 的 。 显 然 , 这 1.2 方 名 学 生 , 如 使 不 继 
续 他 们 在 研究 生 院 的 学 习 ， 也 有 多 方面 的 选择 自由 。 欣 赏 数学 
的 美妙 与 精确 的 学 生 们 ， 可 以 在 大 学 里 专攻 数学 ， 而 后 把 它 用 
于 更 世俗 的 谋生 目的 。 简 单 地 说 ， 他 们 可 能 拥有 两 个 领域 
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美学 和 实用 一 一 的 最 好 境界 。 通 过 学 习 数 学 ， 他 们 显示 自己 能 
进行 持续 地 连锁 推理 。 他 们 的 主 修 专业 结合 一 点 几 计 算 机 科 
党， 统计 学 ， 物 理学 和 生物 学 ， 使 他 们 在 找 工 作 时 ， 处 于 灵活 
机 动 的 位 置 。 

或 许 ， 最 好 的 总 结 是 引 


《职业 展望 矣 和 》: 


假如 求职 目标 已 经 确立 ， 那 么 要 学 多 少 中 学 数学 
是 容易 决定 的 。 但 是 ， 选 修 似乎 太 多 的 数学 比 术 少 
好 。 职 业 计划 发 生变 化 ， 在 接受 新 的 教育 或 训练 目标 
时 最 大 的 绊脚石 之 一 就 是 数学 准备 太 差 。 而且， 掌握 
数学 较 多 的 人 不 仅 适 合 于 更 多 的 工作 ， 他 们 也 能 更 好 
地 完成 自己 的 任务 。 


第 十 一 章 行动 本 能 


第 十 二 章 将 对 近 百 年 来 尝试 改革 数学 教学 的 历史 提供 一 个 
快速 的 概观 。 但 是 ， 为 了 解 这 些 改 革 ， 或许 为 了 解 任何 改革 ， 
我 们 必须 首先 讨论 行动 本 能 。 

行动 本 能 帮助 一 个 人 克服 行动 的 床 力 。 它 把 多 种 选择 最 终 
归结 为 -- 种 。 它 使 行动 的 实施 者 ， 即 行动 者 ， 投 入 到 这 种 选 
择 ， 排 除 疑 |]， 支 持 奉 献 。 不 论 这 个 行动 是 明智 还 是 思春 ， 行 
动 本 能 使 行动 才能 集中 精力 于 目标 的 追求 ， 

本 能 是 对 挑战 的 自动 反应 ， 它 帮助 人 行动 ， 而 驱 走 恐惧 与 
犹 泡 。 它 使 一 个 半 心 : 半 意 或 三 心 二 意 的 人 苇 变 为 一 个 一 心音 
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的 行动 者 。 

行动 本 能 ， 一 种 自我 催眠 术 ， 对 于 完成 一 个 持久 的 行动 是 
必要 的 。 原 先 ， 它 可 能 只 是 作为 一 种 生存 机 制 ， 用 于 当 决 定 涉 
及 到 是 追击 ,是 隐蔽 ， 还 是 逃离 ， 而 犹 隐 就 意味 着 死亡 之 时 。 
供 是 ， 即 使 在 现 代 社会 ， 它 也 是 紧要 的 ， 因 为 它 助 成 从 犹 隐 不 
决 到 决定 ， 从 迟疑 “我 起 我 将 做 此 事 ” 到 肯定 “我 将 做 此 事 ” 
的 转变 。 投 人 和 行动 本 能 是 不 可 分 的 。 

本 能 使 大 脑 偏向 某 种 选择 。 就 像 磁场 便 铁 必 成 行 排放 
样 。 这 种 偏向 是 用 顽固 或 坚持 ， 拒 绝 或 奉献 ， 偏 块 或 怪 茹 之 类 
的 词 来 描述 的 ， 其 选取 取决 于 你 是 反对 还 是 赞同 这 一 行动 。 

一 个 人 一 旦 到 了 投入 的 时 刻 ， 就 不 会 去 权衡 得 失 ， 不 会 设 
想 所 有 的 陷阱 ， 不 会 邯 虑 别 的 选择 。 但 是 ， 一 个 思想 者 要 成 为 
一 个 行动 者 ， 必 须 固定 一 条 行动 路 线 ， 否 则 就 将 一 事 无 成 。 行 
动 本 能 使 这 种 转换 得 以 出 现 一 一 从 观察 者 到 行动 者 一 一 就 像 一 
个 幼虫 变 湖 蝴蝶 … 样 真实 。 

在 公元 前 5 世纪 的 波斯 国王 洋 克 西 斯 和 他 的 顾问 阿 塔 班 勒 
斯 之 间 的 一 次 对 话 ， 揭 示 出 行动 本 能 的 作用 ， 就 像 希 罗 多 德 所 
转述 的 那样 ; 


| 


阿 塔 班 勒 斯 说 道 ,， “人 和 们 ， 当 他 们 听取 总 见 ， 设 
想 所 有 可 能 的 不 利 时 ， 还 是 小 心 为 妙 ， 但 当 行动 的 时 
刻 到 来 时 ， 则 大 胆 应 时 为 佳 。” 

泽 克 西 斯 答 道 ，“ 并 非 所 有 的 事物 都 同样 可 怕 ， 
也 不 必 盘 算 每 一 种 风险 。 因 为 ， 如 果 对 来 到 我 们 面前 
的 每 一 件 事情 ， 你 都 要 照顾 到 所 有 可 能 的 偶然 性 ， 那 


by 
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你 将 永远 一 无 所 得 。 成 功 伴 随 着 大 胆 行动 的 人 们 ， 而 
不 是 说 小 慎 微 的 人 们 。 只 有 北 冒 大 的 风险 ， 才 能 征服 


大 帝 


国 。” 


一 个 健身 者 能 够 体验 行动 本 能 的 力量 。 正 如 小 约翰 ` 李 " 布 
庚 所 提出 的 ，“ 人 的 头脑 有 两 部 分 一 一 有 意识 的 和 下 意识 的 。 
有 意识 的 头脑 可 以 作 判 断 和 评估 。 如 果 它 看 出 某 事 是 不 可 能 
告诉 你 。 但 是 ， 一 旦 你 周 诉 了 你 的 下 意识 头脑 某 件 
事 ， 它 就 会 听 你 的 话 ， 使 那 件 事 发 生 。 我 告诉 我 的 头脑 ， 我 能 
做 我 想 可 做 的 任何 事 ， 我 真 的 就 能 。” 

从 中 立 转变 为 投入 的 时 刻 ， 标 志 着 一 个 关键 性 的 变化 ， 而 
且 它 是 很 难 理解 的 。 弗 洛 依 德 接触 和 到 了 这 个 问题 。 他 写 道 
“ 当 作 一 个 不 甚 重要 的 决定 时 ， 我 总 感觉 较为 有 利 的 还 是 考虑 
所 有 正 反 两 方面 的 情况 。 但 是 ， 在 生死 依 关 的 事情 中 ， 这 个 决 
定 应 当 来 自 无 意识 ， 来 自我 们 自身 的 某 个 地 方 。 在 有 关 我 们 个 
人 生活 中 的 重大 决定 中 ,我 们 应 该 由 我 们 本 性 的 深邃 内 在 需要 


的 ， 它 会 


来 控制 。 


肯尼迪 总 统 更 直接 地 面 对 这 一 突破 ， 承 认 “ 最 终 决定 的 本 


质 对 于 奉 
的 。 


行者 
在 决 


实际 上 ， 经常 对 于 决策 者 本 人 一 一 是 费解 
过 程 中 ， 总 会 有 一 个 隐秘 而 错综复杂 的 阶段 


一 一 甚至 对 那些 可 能 最 为 密切 相关 的 人 们 都 是 神秘 莫 测 的 。 

一 旦 行动 开始 ， 行 动 本 能 支撑 着 行动 者 。 每 一 个 障碍 加 强 
而 不 是 减弱 决心 ， 所 以 ， 受 使 命 感 的 推动 ， 行 动 者 继续 坚持 ， 
不 管 他 是 一 个 探险 家 ， 一 个 发 明 家 ， 还 是 一 个 数学 教育 改革 
家 。 大 陆 航空 公司 董事 长 在 结束 低 费 服务 时 谈 到 了 这 一 现象 ， 
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“ 它 是 作为 -- 个 试 痊 项 目 开始 的 ， 在 被 推广 之 前 应 该 被 证 明 是 
有 效 的 。 但 是 ， 一 旦 此 事 开 始 运转 ， 它 就 很 难 改变 。” 

没有 什么 能 像 信 服 的 力量 如 此 有 说 服 力 。 不 能 信服 自己 的 
人 肯定 不 能 信服 任何 他 人 。 所 以 ,行动 本 能 使 行动 者 能 将 别人 


引 向 目标 。 


当 我 们 回顾 数学 教学 改革 的 历史 时 ， 不 要 忘记 行动 本 能 。 


它 将 有 助 于 了 解 过 去 ， 或 者 甚至 引导 我 们 走向 未 来 。 
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贯穿 本 世纪 的 一 场 关 于 数学 应 当 如 何 教 的 战斗 激烈 地 进行 
着 。 一 方 强调 计算 技能 ， 而 另 一 方 强调 理解 力 。 钟 摆 米 来 往往 
地 摆动 一 -从 “ 回 到 基础 ”到 “新 数学 ”和 “问题 解答 ”一 一 
未 能 和 平 妥协 地 解决 。 当 学 校 当 局 即将 选择 一 门 新 数学 课时 ， 
这 场 战斗 经 常 充 斥 于 报纸 的 “ 函 致 编者 ”栏目 。 只 有 试图 封禁 
学 校 图 书馆 的 某 一 本 书 或 解散 足球 队 ， 才 能 响起 这 样 强烈 的 激 


情 。 


或 许 ， 如 果 数 学 是 以 理想 的 方式 来 教 ， 一 个 班 只 有 一 个 学 


车 


E， 这 场 争 论 可 能 根本 不 会 发 生 。 当 我 学 习 油 夯 并 请 一 位 艺术 


专业 学 生 卡 提 教 我 基础 时 ， 我 体会 到 了 “一 师 一 生 ” 教 学 的 优 
越 性 。 刀 迅 即 让 我 铺 开 画 布 ， 把 颜料 挤 到 调 色 板 上 ， 拿 起 画 
笔 。“ 好 了 ， 你 想 画 什么 ?” 她 问 。 我 带 了 一 张 穿 过 森林 通 向 湖 


边 的 小 路 照片 。“ 很 好 ”， 她 鼓励 我 ，“ 


吧 。” 寻 


情 就 是 那样 简 


单 。 当 我 武 验 性 地 把 颜料 涂 在 画布 上 时 ， 我 们 讨论 了 颜料 选择 
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与 目标 。 这 样 一 来 ， 我 就 学 会 了 。 

这 是 数学 教育 的 -- 种 方法 ， 它 适用 于 作为 “学 徒 ”的 每 个 
学 生 。 在 这 种 情况 下 ， 教 师 知 道学 生 的 根基 ,兴趣 [以 及 适当 的 
动力 。 但 是 ,经 济 规律 排斥 这 种 方法 。 实 际 上 ， 一 位 中 学 数学 
教师 通常 要 和 150 名 学 生 打 交道 ， 相 当 于 每 个 学 牛 - - 周 约 一 刻 
钟 ， 几 乎 没有 时 介 进 行 交谈 。 一 位 小 学 教师 面 对 约 30 名 学 生 
的 一 个 班 。 把 它 分 为 若干 小 组 ,在 小 组 中 学 生 可 以 去 相交 谈 ， 
这 至 少 有 助 于 保持 人 情 氛围 。 

一 位 教师 应 对 几 个 小 组 ， 而 不 是 一 些 个 人 ， 对 所 有 课程 都 

影响 ， 不 只 是 数学 。 但 是 ， 在 公众 的 眼中 ， 数 学 实际 上 是 学 

校 的 同 义 语 。 我 猜想 ， 假 如 你 问 大 多 数 人 ， 在 与 学 校 不 经 意 的 
联系 中 首先 想到 什么 课程 ， 那 定 会 是 数学 。 毕 竟 ， 数 学 是 最 引 
人 注意 的 科目 ， 从 幼儿 园 到 12 年 级 ， 年 复 一 年 地 见 到 它 。 而 
且 ， 它 是 一 个 累积 的 结构 ; 例如 ， 百 分 比 依赖 于 分 数 ， 而 分 数 
又 依赖 于 整数 的 算术 。 这 就 意味 着 ， 没 有 弄 懂 一 个 关键 思想 的 
学 生 ， 可 能 经 在 若干 年 之 后 举 握 后 果 。 (其 至 在 螺旋 式 课程 设 
置 中 ， 不 断 循 环 地 回 到 早先 的 概念 ， 这 种 情况 也 能 发 生 。) 
于 是 ， 难 怪 在 对 一 个 关于 保持 学 校 宁 静 的 宪法 修正 案 的 辩 
论 中 ， 一 部 动画 片 展示 出 一 个 教堂 内 部 ,牧师 说 道 , “除了 学 
校 中 的 祈 溥 外， 政府 已 经 明令 我 们 把 剩 下 的 时 间 都 安排 做 数学 
题 。” 不 是 拼写 ， 不 是 文法 ,不 是 历史 ， 而 是 数学 。 一 - 封 致 纺 
者 的 信 提 出 , “任何 人 ， 要 是 他 认为 学 校 里 没有 祈祷。 他 永远 
不 会 去 参加 数学 考试 。” 所 有 其 他 科目 的 考试 都 那么 容易 吗 ? 

我 回想 起 一 位 教育 学 教授 ， 她 有 一 个 哮 好 ， 专 爱 引用 从 数 
学 方面 挑选 出 来 的 例子 ， 来 说 明 差劲 的 教学 。 一 天 ， 恰 好 有 一 
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位 数学 专业 的 学 生 听 她 的 课 ， 问 道 , “ 别 的 方面 没有 差劲 的 教 
学 吗 ?” 这 个 问题 政 掉 了 她 的 习惯 。 

或 许 ， 数 学 方面 差劲 的 教学 比 其 他 方面 更 为 多 见 ， 因 为 在 
数学 学 习 中 ,任何 混乱 不 清 都 很 容易 查 出 : 答案 通常 非 对 即 
错 。 由 于 这 个 原因 ， 我 们 希望 找到 数学 教学 方法 中 长 期 信人 不 
满 之 处 。 如 果 你 浏览 一 下 主要 的 数学 教学 杂志 《数学 教师 》， 
你 会 发 现 经 常 不 断 的 哀叹 ; 让 我 们 回溯 到 1908 年 它 的 第 一 卷 ， 
其 中 ， 一 位 教师 写 道 ，“ 关 于 我 校 数学 ， 一 个 最 明显 的 事实 是 ， 
普遍 地 不 满意 。”1911 年 的 语调 其 至 令 人 更 不 愉快 ，“ 我 们 的 会 议 
充满 阴郁 。 我 参加 过 多 次 葬礼 ， 但 是 我 不 记得 有 比 这 更 悲伤 的 场 
面 。 我 们 失败 了 ,我 们 的 学 生 没 有 得 到 有 价值 的 任何 东西 。” 
年 复 一 年 ，《 数 学 教师 》 上 的 抱怨 持续 着 。 我 要 往 前 晃 到 
1958 年 ， 那 时 我 们 读 到 “传统 的 课程 是 毫 无 意义 的 ， 而 现代 
主义 者 们 正在 进一步 脱离 现实 ， 迈 向 抽象 数学 。。 这 是 对 于 发 
展 后 来 称 之 为 “新 数学 ”的 那 帮 人 的 早期 警告 。 其 后 ， 关 于 那 
样 的 改革 ， 议 论 师 多 。 但 是 ，1994 年 ， 芝 加 哥 大 学 的 学 校 数 
学 计划 抱 急 , “今天 的 学 生 仍 然 面 对 一 百年 前 为 小 学 生 设计 的 
学 课程 的 变种 。” 

在 《数学 教师 》 中 ， 人 们 会 发 现 许多 对 这 种 不 满意 的 似乎 
可 信 的 解释 : 太 多 的 常规 计算 ， 计 算 路 和 计算 机 不 够 用 ， 用 得 
太 多 。 特 别 ， 对 数学 作为 一 种 艺术 ， 作 为 文化 的 一 部 分 注意 
不 够 。 有 人 常常 责备 备课 不 好 的 老师 ， 正 如 1910 年 一 篇 典型 
的 抱怨 文章 所 说 ，“ 所 有 现代 物质 设备 代替 不 了 能 干 的 教师 ， 
最 优秀 的 教科 书 也 代替 不 了 生动 的 语言 。 

作为 最 后 一 种 手段 ， 责 备 父 母 或 整个 社会 ， 正 如 选 自 


也 
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1911 年 的 这 个 搞 录 所 作 的 那样 。 它 指向 “现代 生活 的 狂躁 。 
狂躁 的 根源 之 一 是 太 多 的 美国 父母 的 泪 爱 ， 以 及 同学 校 的 很 少 
合作 。” 直 到 | 1992 年 ， 没 有 丝毫 变化 ， 当 时 我 们 听 到 , “在 美 
国 能 够 开始 富有 意义 的 教育 改革 之 前 ， 我 们 美国 人 必须 确定 ， 
我 们 对 我 们 的 学 生 有 何 期 望 。 我 们 是 把 高 价值 放 在 科学 成 就 
上 ? 还 是 定 个 别 的 目标 ,例如 声望 卓著 ,或 是 一 位 好 运动 员 ， 
一 位 高 级 特权 人 物 ?” 

作为 对 这 些 批 评 的 回答 ，20 攻 纪 经 历 了 为 数 众多 的 改革 
一 一 有 的 规模 很 小 ， 只 是 一 个 样板 课程 ， 别 的 则 是 在 学 校 范围 
或 按 不 同 水 平 进行 ， 少 数 大 到 一 个 城市 ， 一 个 州 ， 或 者 全 
。 这 些 改 革 风 起 云 涌 ， 也 不 管 是 否 与 问题 的 自 标 一 致 。 有 如 
一 位 医生 坚持 不 断 供给 病人 以 各 种 各 样 的 药丸 ， 却 不 知道 他 生 
的 是 什么 病 。 
像 钟 摆 一 样 ， 从 一 个 不 可 思议 的 解决 方案 到 另 一 个 来 回 摆 
动 , 每 10 年 换 一 个 名 : 50 年 代 叫 “ 回 到 基础 "; 60 年 代 叫 
“新 数学 "; 70 年 代 电 “ 回 到 基础 ;80 年 代 叫 “问题 解答 ”; 
负 年 代 叫 “集体 学 习 ”。 什 么 祥 的 改革 能 够 激 起 波浪 ， 主 要 取 
决 于 能 说 会 道 的 虔诚 的 演说 者 愿意 和 能 够 在 各 种 会 议 上 传播 改 
革 的 福音 的 激情 或 取决 于 能 否 从 基金 会 或 政府 获得 资助 。 某 
人 深信 。 他 或 她 找到 了 成 功 数学 教育 的 铀 是 。 于 是 ， 行 动 本 能 
承接 过 来 :“ 设 有 什么 比 可 信 的 预言 家 更 共 说 服 力 。” 回 顾 早年 
的 改革 。 我 得 到 这 样 一 个 印象 : 预言 家 们 常常 是 重新 发 明了 扁 
平 的 轮胎 。 

写 于 1909 年 的 关于 改革 的 警示 至 今 仍然 适用 ;“ 要 发 动 一 
场 改革 ， 需 要 足够 的 精力 以 克服 习惯 的 恒星 。 数 学 教学 的 历史 
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昭示 出 一 系列 的 从 一 个 重点 到 另 一 个 重点 的 来 区 


摇摆 ， 而 且 所 


有 的 改革 都 带 来 大 量 的 东西 ， 终 


毫 无 价值 而 被 弃置 -- 边 。 一 


些 改革 者 对 当前 的 任何 事物 都 几乎 视而不见 或 者 看 不 上 眼 ， 而 
认为 一 著者 应 予以 推翻 ， 一 个 全 新 的 局 势 应 建立 在 新 的 基础 之 


上 。 真 正 的 改革 很 少 ， 如 果 有 ， 


就 是 以 这 种 方式 出 现 。 


我 将 牢记 这 些 话 ， 而 来 措 述 四 次 改革 ， 一 次 小 ， 一 次 中 


等 ， 大 的 一 次 提出 了 新 数学 ， 
拥护 者 称 之 为 “标准 ”， 而 反对 


以 及 最 后 ， 现 心 特大 的 一 次 ， 其 
者 称 之 为 “新 的 新 数学 "。 


1929 年 ， 纽 约 州 伊 萨 卡 的 督学 请 他 的 督学 同事 们 看 什么 


课 可 以 从 课程 表 中 拿 掉 ， 以 便 


匡 出 时 间 给 新 指定 的 课程 ，“ 例 


如 安全 ， 卫 生 和 健身 指导 "。 新 军 布 什 尔 州 曼彻斯特 的 督学 工 
了 本 内 泽 特 响 应 了 这 一 挑战 ， 回 复 道 , “让 儿童 花 8 年 时 间 学 
普通 算术 ， 简 站 是 胡同 。 整 个 课程 可 以 后 延 到 ?年 级 开始 ， 任 
何 一 个 正常 的 学 生 在 两 年 之 内 可 以 掌握 它 。” 

本 内 泽 特 已 经 受 肥 | 批评 ， 因 为 他 实际 上 取消 了 前 两 个 年 级 
的 所 有 算术 。 但 是 ， 他 觉得 ， 如 果 他 的 信 “ 表 达 了 我 真实 的 信 
念 ， 如 果 我 不 把 它 付 诸 实 跷 ， 那 就 是 我 工作 上 的 失败 。” 于 是 ， 
他 进行 了 为 期 数 年 的 实验 ; 在 1935 和 1936 年 的 《全 国教 育 学 
会 杂志 》 上 ， 他 以 三 篇 长 文 对 此 作 了 报导 。 

他 知道 ， 他 能 指望 孩子 们 和 老师 们 的 合作 。 但 是 ,孩子 们 
的 父母 会 怎样 呢 ? 有 多 少 父母 会 让 他 们 的 子女 在 这 样 一 场 冒险 
的 实验 中 作 实验 品 昵 ? 虽然 他 向 孩子 们 的 父母 发 出 了 通报 ， 告 
知 他 打算 做 的 事情 ,但 他 没有 遭 到 反对 。 他 真 幸运 ,” 在 这 个 
地 区 中 ， 以 英语 为 母语 的 父母 不 到 十 分 之 一 。 如 果 我 去 了 那些 
父母 都 是 中 学 或 大 学 毕业 生 的 学 校 ， 我 将 遇 到 一 场 抗议 的 风暴 
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也 就 不 会 有 实验 。” 


下 面 就 是 当时 发 生 的 事情 。 按 本 内 洋 特 的 说 法 ，“6 年 级 
被 分 成 两 组 。 实 验 组 直到 6 年 级 开始 才学 算术 ， 
3 年 级 开始 学 。 起 初 传统 组 领先 。 到 4 月 份 ， 这 两 组 旗 鼓 相 
当 。 在 不 到 -一 年 的 时 间 里 ， 实 验 组 就 能 达到 传统 方法 教 出 来 的 
孩子 要 三 年 半 才 能 达到 的 成 就 水 平 "。 此 外 ， 学 生 们 还 能 看 到 
过 程 后 面 的 理由 ， 例 如 , “为 什么 在 分 数 除 法 中 ,， 王 确 的 答案 
要 由 苏 倒 除数 然后 相 胰 来 得 到 。” 


他 是 怎样 节省 时 间 的 呢 ? 他 


和 而 传统 组 是 从 


巴 他 的 实 险 表述 成 “阅读 ， 思 考 ， 


背诵 ”"。 参 加 实验 的 孩子 们 ， 比 那些 来 自 说 英语 的 家 庭 的 学 生 ， 发 
展 了 更 大 的 阅读 兴趣 ， 更 多 的 词汇 量 ， 和 更 流利 的 表达 。 
每 当 我 读 他 的 文章 ， 我 总 觉得 我 就 限 他 在 一 起 ， 正 参与 他 


的 实验 。 虽 然 行动 本 能 对 我 发 生 
验 是 不 可 能 的 。 太 多 的 父母 是 说 英语 的 。 下 | 


E 作 用 ， 但 我 知道 ， 传 播 他 的 经 
因为 如 此 ， 他 的 改 


革 从 舞台 上 消失 了 ， 几 乎 没有 留 下 什么 痕迹 。 在 家 庭 学 校 或 小 


的 私 
此 入 
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E 们 以 他 们 自己 的 而 非 强加 的 步伐 前 进 ， 于 
门 可 以 看 到 本 内 泽 特 的 理论 被 征明 是 有 效 的 。 
我 要 谈 的 第 二 个 改革 ， 在 数学 教学 方法 上 留 有 较 多 的 影响 。 


我 对 这 次 改革 了 解 得 很 清楚 ， 因 为 我 是 它 的 两 位 首领 之 一 。 


当 1968 年 我 儿子 乔 舒 亚 念 中 学 了 时， 我 便 去 热 悉 他 打算 阅 


读 的 教材 。 其 解说 和 练习 粮 料 透 了 一 一 学 究 式 ， 抽象 ， 宛 长 乏 


味 。 


息 着 手 访 问 由 一 位 高 度 爱人 尊敬 而 又 富有 经 验 的 教师 考 


尔 - 克 拉 比 尔 所 指导 的 班级 ， 看 我 怎样 才能 帮 上 忙 。 一 段 时 间 


之 后 ， 


考 尔 和 我 决定 ， 学 对 


E 们 应 当 移 动 他 们 的 中 


E 椅 肝 成 一 圈 ， 


按 四 个 人 一 组 进行 活动 。 以 这 种 方式 ， 他 们 能 够 互相 帮助 ， 得 
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到 及 时 的 反馈 ， 和 练习 说 数学 语言 。 教 师 仍 然 起 关键 性 的 作 
用 ,但 那 是 与 仅仅 讲课 不 同 的 作用 。 想 反 ， 他 要 在 教室 里 走 来 
走 去 ,检查 每 组 的 进展 。 当 发 现 普遍 性 模糊 混乱 时 ， 教 师 要 向 


全 班 潮 明 。 还 有 ， 


教师 要 31 入 论题 ， 而 且 要 在 这 个 班级 作 过 之 


后 加 以 总 结 。 简 单 地 说 , 学生 有 时 在 小 组 内 学 习 ， 有 时 在 讲课 


中 学 习 。 


学 生 们 的 热情 响应 鼓励 我 们 把 这 一 实验 推广 到 整个 代数 


一 一 儿 何 


三 角 系 列 。 和 本 内 泽 特 的 情况 一 样 ， 行 动 本 能 抓 


住 了 我 们 ， 我 们 通过 数学 教师 大 会 上 的 讲话 和 专门 小 组 传播 这 


一 福音 。 


我 们 抛 开 教科 书 ， 池 印 适 当 的 非 正式 而 带 有 练习 的 材料 ， 


吁 请 实验 和 讨论 。 


最 终 ， 这 些 笔 记 成 为 三 本 教科 节 ， 其 中 几何 


教材 由 我 们 和 几何 学 家 唐 ' 查 克 里 安 合 作 。 这 些 是 为 “分 组 学 


习 ” 方 法 而 建设 的 第 一 套 教材 。 

大 约 20 年 之 后 的 现在 , “合作 学 习 ” 已 经 成 为 0 年 代 的 
时 尚 。 但 是 ， 当 我 参观 一 个 教室 时 ， 我 常常 看 到 这 一 方法 被 误 
用 了 : 或 者 教师 认为 所 有 的 事情 都 应 留 给 学 生 ， 自 己 什么 也 不 
说 ， 或 者 ， 桐 反 的 极端 ， 回 答 问题 太 早 ， 学 生 在 小 组 内 没有 时 
间 思 考 。 这 不 是 考 尔 和 我 的 意思 。 我 们 的 书 仍 在 出 版 ， 但 几乎 
没有 广告 ， 酒 没 在 一 堆 绘 有 四 色 播 图 的 更 新 的 书 之 中 。 无 论 如 
何 ， 我 们 的 革新 永存 ， 但 几乎 不 是 我 们 所 设想 的 形式 。 这 就 告 
诉 我 ， 没 有 “不 用 教师 的 ”教材 。 教 师 将 永远 远 比 任何 教材 或 


计算 机 程序 更 为 


要 。 


我 要 描写 的 第 三 个 改革 ， 是 学 校 数 学 研究 小 组 ， 当 时 称 为 
SMSG， 别 称 “ 新 数学 ”。 它 是 冷战 中 一 种 友 想 的 产物 。 
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1957 年 10 月 4 日 苏联 发 射 了 第 一 颗 人 造 ] 


头顶 时 ， 数 以 百 万 计 的 美国 人 看 到 了 它 。 我 注视 着 它 ， 一 个 小 
小 的 亮点 ， 运 动 比 飞 机 还 快 。 立 刻 ， 一 片 惊 叫 之 声 , “俄国 人 
的 火箭 比 我 们 的 好 。 我 们 危险 地 落后 了 。 我 们 的 教育 体制 出 毛 


BE 暴 ， 当 它 经 过 


tt 


病 了 。 我 们 必须 在 所 有 名 个 年 级 改革 我 们 的 数学 和 自然 科学 教 


学 。” 
作为 回应 ， 国 家 科学 基金 会 资助 了 SYSG， 


几 年 之 内 以 数 


直方 美元 支持 它 开发 教学 资料 ， 作 为 正式 教科 书 的 模型 。 
至 今 还 不 是 众所周知 的 是 ， 在 苏联 入 侍卫 星之 前 ,美国 已 


有 了 使 卫星 升 空 的 工具 。 但 是 ， 艾 森 豪 威 尔 总 统 不 愿 把 军用 火 
稍 用 于 和 平 事业 ， 他 认为 那样 将 会 传递 错误 的 信息 。 正 如 他 后 


来 写 的 那样 . “把 (和平 的 ) 地 球 卫 星 计划 从 军用 导弹 计划 中 
分 离 出 去 是 有 毛病 的 ， 主 要 的 毛病 是 ， 卫 星 计划 不 能 充分 利用 


人 军用 导弹 方面 所 取得 的 所 有 进展 。 军 队 毫 无 疑问 能 在 
19s6 年 的 晚 些 时 候 ， 大 大 先 于 苏联 入 ， 把 人 造 卫 星 送 入 轨 


道 -” 我 们 能 够 仅 在 苏联 人 造 卫 明 三 个 月 之 后 ， 


1 日， 发 射 我 们 的 第 一 颗 卫星 ， 探 险 者 1 号 。 如 果 艾森豪威尔 


少 一 些 顾虑 的 话 ， 可 能 根本 不 会 有 SMSG。 


么 ， 以 及 它 的 贡献 是 怎样 被 接受 下 来 的 。 


似乎 十 分 合理 的 5 条 原则 : 


由 于 SMSG 的 重要 狂 ， 证 我 们 回顾 一 下 ， 着 它 到 底 作 了 什 


于 1958 年 1 月 


在 1958 年 这 个 计划 启动 时 ， 它 的 首领 埃 德 ,页 格 尔 宣布 了 


1. 没 人 能 够 准 兢 地 预言 哪些 教学 技能 会 在 将 来 


有 用 。 
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2. 没 人 能 够 准确 地 预言 一 个 学 生 会 选择 什么 职 
业 。 

3. 着 重 理解 而 不 忽视 基本 技能 的 教学 ， 对 于 所 
有 学 生 都 是 最 好 的 ， 不 营 他 们 的 能 力 如 何 ， 
而 且 这 种 教学 为 应 用 数学 的 职业 侯 了 最 好 的 
准备 。 

,了 解数 学 在 我 们 社会 中 的 必用， 对 于 悦 明 的 

公民 是 必 不 可 少 的 。 

任何 正常 的 个 人 都 能 欣 党 数 学 的 某 些 美妙 之 

处 与 力量 所 在 ， 而 这 种 括 党 是 一 个 文明 人 的 

文化 背景 的 一 个 重要 部 分 。 


mn 


他 也 谈 到 了 一 个 合理 的 进行 方式 ，“SMS6G 将 把 数学 家 ， 
教师 ， 和 教师 的 教师 的 努力 结合 在 一 起 。 最 终 形成 的 材料 应 该 
把 正确 的 数学 和 合理 的 教学 夸 熔 合 在 一 起 。” 

SMSG 的 大 部 分 工作 ， 是 在 1958 年 到 1961 这 4 年间 完成 
的 。 一 切 都 设计 得 很 好 : 教授 们 和 教师 们 一 起 工作 ， 编 写 教 
材 ， 在 数 以 百 计 的 班级 进行 试验 。 然 后 ， 根 据 教师 和 学 生 们 反 
锁 回 来 的 意见 ， 各 组 修改 教材 。 作 者 们 肯定 是 脚踏实地 的 。 

没 人 能 说 各 个 写作 组 不 能 充分 代表 教师 。 在 1958 年 夏季 
的 第 一 次 写作 期 间 ，47 位 参加 者 中 有 16 位 教师 参与 写作 ; 
1959 年 ，106 人 中 有 41 人 参与 ;1960 年 ，101 人 中 有 得 人 参 
与 ; 而 在 1%61 年 ，71 人 中 有 40 人 参与 ， 显 然 占 多 数 。 

正 是 从 一 开始 ，SMSG 就 得 到 了 强 有 力 的 支持 ， 正 如 1959 
年 《数学 教师 》 中 这 些 评述 所 表明 的 那样: 
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课程 改革 此 前 一 直 在 被 提倡 。 但 这 个 运动 不 一 
样 ， 大 学 里 的 人 士 和 中 学 教师 罕 在 一 起 ， 共 同 草拟 教 
材 。 


又 如 1961 年 的 《数学 教师 》 所 说 ， 


我 们 之 中 南 悉 近 50 年 来 似乎 很 有 项 望 的 各 种 努 
力 的 那些 人 认识 到 ， 成 功 往 往 比 预期 的 要 小 。 或 许 各 
地 教师 的 密切 配合 是 个 差别 ， 它 将 保证 【SMSG] 计 
划 的 成 功 。 


尽管 它 的 假设 合理 ， 它 对 开发 新 教材 充分 关注 ， 它 想 要 修 
改 教科 书 ， 它 有 热情 的 保证 ， 但 还 是 早 有 令 人 不 安 的 迹象 。 

1960 年 ， 在 同一 杂志 上 ， 一 位 名 叫 韦 莱 斯 ` 曼 诲 默 的 教师 
表达 了 严重 的 疑虑 


t 


t 


雳 | 


教师 同行 们 ， 你 们 感觉 烦恼 了 吗 ” 你 们 的 学 生 被 
有 一 位 像 你 这 样 的 教师 欺骗 了 吗 ?他们 正在 学 习 600 
年 证 老 的 数学 吗 ? 肯定 ， 报 纸 一 直 是 这 样 告诉 你 们 
的 。 

“现代 数学 ”风行 一 时 。 教 现代 数学 的 运动 已 成 
为 医治 我 们 这 个 课程 的 疾 漓 的 最 新 灵丹妙药 。 与 过 去 
的 其 他 运动 不 同 ， 相 当 多 的 大 学 支持 ， 广 泛 地 宣传 和 
大 量 的 金钱 ， 使 它 得 以 加 强 。 

课堂 教师 有 权 不 同意 流行 的 预言 ， 说 什么 中 学 数 
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学 课程 在 20 年 内 将 会 完全 不 同 。 他 可 能 以 为 ， 新 思 
起 的 试验 会 迫使 它 的 反对 者 退却 。 


但 是 ， 暴 风云 也 从 大 学 吹 来 。- - 份 由 5 位 数学 家 签名 的 
忘 录 刊 登 在 1962 年 的 这 个 杂志 上 ， 


假如 课程 改革 被 误导 ， 黄 金 时 机 被 浪费 ， 那 将 是 
一 个 悲剧 。 不 幸 的 是 ， 确 有 一 些 势 力 可 能 将 我 们 引入 
歧途 。 

数学 家 为 反抗 可 能 强调 教学 法 而 御 特 内容 的 职业 
教育 家 对 教育 的 统治 地 位 ， 现 在 可 能 强调 内 容 而 物料 
教学 法 ， 同 样 是 效果 不 好 的 。 数 学 家 们 可 能 不 自觉 地 
认为 ， 所 有 年 轻 人 都 喜爱 当代 数学 家 喜爱 的 东西 。 


SMSG 不 为 这 些 警告 所 动 ， 继 续 走 自 己 的 路 。1963 年 ， 它 
不 得 不 发 表 《 父 母 必 读 简明 数学 课程 》， 承 认 


父母 们 发 现 ， 他 们 的 孩子 正在 学 习 的 数学 课程 出 
了 点 事 儿 。 家 庭 作 业 包 含 一 些 新 词汇 和 新 观念 ,而 且 
父母 们 发 现 他 们 不 再 能 帮助 他 们 的 孩子 做 算术 问题 。 


使 父母 们 惊 得 发 呆 的 那些 新 观念 之 一 ， 是 异 于 十 的 进 制 。 
由 于 它 在 新 数学 中 的 符号 重要 性 ， 我 将 用 一 点 时 间 予 以 介绍 。 
这 个 概念 至 少 有 三 百年 的 历史 ， 它 赋 不 难于 也 不 易于 我 们 仅 用 
符号 0，1，2。3，4，5，6， 7，8，9 来 记 数 的 习惯 方式 。 由 
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于 我 们 对 它 不 习惯 ， 使 得 它 似乎 很 难 。 它 是 另 -种 诺言 ， 一 种 
不 同 的 记 数 方式 。 我 们 使 用 通常 的 十 进 制 符号 来 描述 它 ， 因 而 
引起 迷茫 。 我 将 只 是 概述 足够 多 的 细节 ， 来 给 予 你 一 个 概念 : 
它 是 如 何 发 生 作用 的 。 
我 们 有 十 个 手指 。 我 们 用 特殊 的 符号 表示 小 于 上 的 数 ，0 
到 9。 此后， 我 们 竹 需 有 更 多 的 符号 。 我 们 按 十 分 纽 ， 再 按 十 
个 十 ( 称 为 百 ) 分 组 ， 如 此 等 等 。 当 我 们 书写 21 时 ， 我 们 的 
意思 是 “两 个 十 加 一 "， 并 简短 地 说 成 “二 十 一 "。 当 我 们 书写 
201 时 ， 我 们 的 意思 是 “两 个 百 ， 没有 十 . 再 加 一 "。 
关于 数 十 没有 什么 神圣 的 。 假 如 我 们 只 有 四 个 手指 ， 即 每 
只 手 商 个 ， 我 们 可 能 就 会 用 四 而 不 是 十 计数 。( 没 有 理由 按 十 
计数 。) 在 这 种 情况 下 ,我 们 只 需 符号 0，1，2，3 来 表示 小 于 
四 的 数 。 这 是 四 进 制 的 世界 ， 与 我 们 习惯 了 的 十 进 制 世界 大 不 
相同 。 
在 四 进 制 的 世界 里 ， 下 图 中 的 疫 图 将 被 视 为 “ 岗 组 四 ， 还 
剩 下 三 。” 


GOOOGOOOOOO 


这 个 数 将 被 写成 3。 当然 ， 我 们 是 如 此 地 习惯 于 我 们 的 
十 个 手指 ， 以 致 我 们 可 能 把 它 读 成 “二 十 三 ”， 并 想象 有 更 多 
的 图 芽 ， 即 “两 组 十 加 三 "”。 然 而 ， 四 进 制 是 不 同 的 语言 ， 虽 
然 它 的 写法 可 能 与 我 们 习惯 的 写法 样子 相似 ， 但 它们 有 不 同 的 
意义 。 在 该 语言 中 ，“23” 将 被 读 成 “两 个 四 加 三 ”, 而 “10” 
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% 读 成 “四 "。 要 “忘掉 我 们 曾经 见 过 的 十 进 制 "， 而 习惯 于 
日 别 的 进 制 写 数 ， 并 了 解 它们 的 算术 是 什么 样 ， 是 需要 时 间 的 
可 能 要 几 天 。 
只 是 为 了 给 一 提示 : 一 个 生活 在 四 进 x 1 2 3 
制 世界 的 几 童 将 会 看 到 什么 ， 让 我 们 来 考 | [2 3 
察 它 的 乘法 表 。 由 于 只 有 四 个 符号 : 0， 
1, 2，3， 这 张 表 是 令 人 愉快 的 ， 只 有 万 
个 乘积 需要 记忆 。 3 L3 | 了 王 | 站 
这 张 玫 肯定 显得 奇怪 ， 但 只 是 因为 我 
们 大 家 都 习惯 了 说 十 进 制 语言 。 例 如 ， 为 求 3 x 3， 这 个 儿童 
会 画 出 这 样 的 图 形 : 


EE 


OODO 

OO DO 

O OO 
然后 ， 如 下 图 ， 按 四 计算 。 
因为 这 个 图 是 由 两 组 四 剩 一 个 一 构成 “IO 〇 OO 
的 , 这 个 儿童 就 会 把 它 写作 21 ， 从 而 得 到 oP O 
3x3=21。( 为 了 不 致 把 这 和 十 进 制 混淆 ， S OIO 
将 它 读 成 “两 个 四 加 一 "， 而 不 读 成 “二 
十 一”。) 

假如 我 们 一 只 手 只 有 一 个 手指 ， 我 们 就 可 能 使 用 二 进 制 |， 

而 且 只 需要 符号 0 和 ! 来 记录 小 于 二 的 数 。 儿 童 需要 记 住 的 乘 


x 1 


法 表 ， 只 不 过 就 是 右边 的 那 张 表 。 1 加 
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假如 我 们 的 按 子 听 至 上 文 对 
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此 ， 他 们 5 能 就 会 反对 十 进 制 ， 而 


要 求 我 们 用 二 进 制 。 但 是 ， 日 后 他 们 又 可 能 局 悔 他 们 的 选择 


为 他 们 会 
许多 数字 。 例 如 ， 在 二 进 
成 1000，16 写成 10000。 

男 -方面 ， 二 进 制 i 上 


jd 


现 二 进 制 有 一 个 缺点 : 甚 全 写 一 个 小 的 数 也 需要 
hh, 2 要 写成 19，4 要 写 100, 8 写 


+ 算 机 高 兴 。 国 为 只 有 两 个 数字 : 0 和 


1, 它 就 能 够 很 容易 地 用 电信 号 把 它们 表示 为 “ 断 电 ” 和 “通电 ”。 


我 不 想 把 这 一 章 变 成 讲 


的 工作 一 一 指明 如 何 相 加 和 如 何 相生 


读者 将 不 得 不 花费 几 个 小 时 练习 
想 指 出 ， 当 学 生 ， 父 母 和 教师 们 
的 进 制 时 ， 他 们 ] 所 面临 的 挑战 。 
制 的 计算 ， 只 是 为 了 当 他 们 的 学 生 学 习 
有 所 体验 。 无 论 如 何 ， 学 习 通常 的 进 制 


其 他 进 制 的 一 课 。 竖 做 成 一 件 完善 


需要 占 好 几 页 篇 幅 。 


， 以 求 获得 算术 的 感觉 。 我 只 
处 理 别 的 进 制 而 不 是 他 们 熟悉 
可 能 教 是 们 应 当 学 会 


作 任何 进 
接 十 进 制作 计算 上 时， 能够 


十进制 一 一 最 好 的 方 


法 ， 就 是 用 它 作 计算 。 没 有 必要 把 它 和 其 他 进 制 纪 缠 在 -起 。 
SMSG 认为 它 必须 对 教师 进行 不 同 进 制 的 培训 ， 正 如 它 对 
七 年 级 教师 的 建议 所 阐明 的 那样 ，“ 本 单元 加 深 学 生 对 十 进 制 | 


整数 符号 的 理解 。 因 为 在 使 


眼光 审视 运算 和 其 他 机 械 似 的 程序 的 推理 ， 


制 有 更 深刻 的 见地 。” 
诺 贝 尔 物理 奖 
用 不 同 于 十 的 进 制 


获得 者 理 查 德 " 费 恩 曼 
持 有 不 甚 乐观 的 看 法 ， 正 如 他 在 《你 肯定 是 


在 开玩笑 ， 费 恩 曼 先生 》 一 书 中 所 述 ， 


新 进 制 过 程 中 ， 学 


生 必 须 用 新 的 
也 就 会 对 十 进 


所 以 


(1918 一 1988) 对 使 


在 多 年 代 初 期 我 的 助手 汤姆 - 哈 维 对 我 说 ， 
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“你 应 当 看 看 ， 在 学 校 教科 书 中 ， 数 学 


发 生 了 什么 事 ! 


我 女儿 回 家 带 回 一 大 堆 疫 锤 流行 的 材料 。” 
许多 人 认为 ， 在 第 一 颗 人 造 卫 星 发 射 之 后 ， 我 们 
落后 于 俄国 人 了 ， 而 某 些 数学 家 被 要 求 对 如 何 教 数学 


提出 建议 。……， 
我 举 一 个 例子 ; 他 们 谈 到 数 的 不 


同 进 制 一 一 五 ， 


六 等 等 一 …… 对 于 一 个 能 够 掌握 十 进 制 的 孩子 ， 那 
是 有 趣 的 一 使 他 的 心情 得 到 某 种 论 悦 。 但 是 ， 在 这 
举 书 中 ,他们 却 要 每 一 个 儿童 都 必须 学 习 男 一 种 进 


制 。 于 是 ， 通 常 令 人 讨厌 的 事 就 米 了 : 


“把 这 些 用 七 


进 制 写 出 的 数 化 为 五 进 制 。。 从 一 个 进 制 化 到 号 一 个 
进 制 是 一 件 绝对 无 用 的 事情 。 如 果 你 会 作 ， 可 能 是 有 
超 的 ; 如 果 你 不 会 作 ， 算 了 吧 ! 它 毫 无 意义 。 


到 1965 年 ，SMSC 完成 了 它 的 大 部 分 工作 ， 一 本 回顾 它 的 
成 就 的 书 出 版 了 ， 这 就 是 克 ' 伍 顿 的 《SMSG: 课程 表 的 制订 》。 
它 的 语调 是 乐观 的 : “就 学 生 ， 教 师 ， 教 师 的 教师 ， 父 母 , 行 
政 官员 和 教授 的 范围 来 说 ， 接 受 情况 是 十 分 令 人 满意 的 ， 表 明 
它 的 影响 将 持续 下 去 。 它 的 前 四 年 表明 ， 课 堂 教 师 和 象牙 之 塔 


的 数学 家 能 在 一 起 工作 。” 


然而 ， 几 年 之 内 ， 新 数学 的 大 部 分 创新 消失 了 。 或 许 ， 它 


在 介绍 专门 术语 ,抽象 化 和 高 深 内 容 方面 


E 得 太 远 。 或 许 , 教 


师 未 经 培训 ， 不 适应 它 。 或 许 ， 根 本 没有 给 它 机 会 。 例 如 ， 
SMSG 的 一 个 商业 组 织 的 一 位 销售 代表 建议 教师 们 ， “如 果 你 


不 想 实 行 新 数学 ， 就 请 删 去 前 一 百 页 "”。 
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人 但是， 并非 一 切 都 是 徒劳 。SMSG 给 数 直 线 在 课堂 中 以 持 
入 的 突出 地 位 。 正 如 每 一 位 看 到 过 温度 计 和 直 尺 的 人 都 知道 ， 
数 可 看 作 直线 上 的 指定 点 。 自 然 数 ， 分 数 ， 甚 至 负数 ， 都 占据 
着 所 谓 数 直线 上 的 点 ， 如 下 图 所 示 。 


| 上 | 上 
T 人 T 


[ 
1 T 
-1 031 2%3 4 


借助 于 数 直线 ， 学 生 可 将 数 的 天 地 视 为 “个 几何 对 象 。 此 外 ， 
SMSC 还 把 概率 引进 了 课程 玫 ， 并 使 许多 中 学 生 能 够 学 到 微 积分 。 

像 SMSG 这 样 一 场 大 规模 的 兴旺 的 改革 一 一 它 把 教师 和 教 
授 们 的 努力 结合 在 一 起 ， 收 集 课 堂 反 应 ， 并 所 以 修改 它 的 教学 
资料 一 一 的 悲惨 命运 ， 并 未 终止 为 私人 基金 会 ， 或 州 政 府 , 或 
联邦 政府 所 资助 的 重大 改革 。 现 在 ， 刺 激 因素 已 不 是 苏联 人造 
卫星 ， 而 可 能 是 美国 学 生 在 国际 攻 试 中 的 不 佳 表现 ， 或 是 少数 
人 需要 不 同 数学 学 习 方 法 的 信念 ， 或 是 与 计算 器 或 计算 机 相 结 
合 的 愿望 。 

面 对 过 去 的 教训 ， 教 授 和 教师 们 还 是 敢于 开发 新 教科 书 。 
当 我 阅读 这 些 改 革 之 一 的 计划 书 时 ， 我 觉得 一 切 都 是 正确 的 
一 一 它 的 目标 ， 它 的 慎重 的 试验 ， 年 复 一 年 的 修改 ， 来 自学 生 
和 教师 的 反馈 。 我 开始 觉得 我 是 他 们 队伍 中 的 一 员 ， 而 且 行 动 
本 能 抓 住 了 我 , “终于 有 人 找到 了 正确 的 方法 。 它 是 保证 有 效 
的 。”SMSG 中 的 教授 和 教师 们 ， 当 他 们 为 行动 本 能 所 东 继 时 ， 
也 一 定 是 这 样 感觉 的 。 但 是 ， 后 来 我 看 到 了 最 终 产品 
本 长 达 800 多 页 的 中 学 几何 节 ， 讲 点 的 定义 就 用 了 12 页 , 我 
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拓 望 了 。 

甚至 比 SMSG 的 规模 更 大 的 另 一 次 改革 ， 于 1989 年 首先 
登场 。 在 那 一 年 ， 全 国 数学 教师 理事 会 (NCTM) 出 版 了 一 本 
名 为 《课程 与 评估 标准 》 的 书 ， 描 述 了 在 一 般 情况 下 该 教 些 什 
么 内 容 。 了 两 年 之 后 ， 一 本 与 之 配套 的 书 《 澡 学 教学 标准 》 出 版 
了 ， 它 提出 了 如 何 教 和 如 何 培训 教师 的 意见 。 

标准 的 意图 是 “建立 一 个 广泛 的 框架 ， 以 指导 下 个 10 年 
学 校 数学 的 改革 。 它 是 关于 这 个 课程 的 一 种 设想 ， 它 应 该 包括 
些 什么 内 容 ， 哪 些 该 优先 安排 ， 哪 些 该 着 重 强调 ”两 本 书 都 
号 召 大 力度 的 改革 ， 改 教师 讲述 为 学 生发 现 ， 改 常规 计算 为 猜 
想 和 解决 非常 规 问题 。 两 本 书 都 极力 主张 ， 指 导 者 应 当 坚 持 不 
懈 地 强调 “ 行 ”而 不 是 “ 知 ”， 数 学 思想 应 当 以 提问 一 31 导 的 
方式 由 学 生 而 不 是 教师 首先 提出 。 像 新 数学 一 样 ， 它 强调 理 
解 ， 但 也 只 是 这 点 相似 。 

新 数学 产生 于 冷战 ;标准 是 对 美国 学 生 在 国际 考试 中 表现 
不 佳 的 反应 。 新 数学 注重 数学 的 逻辑 ; 标准 ; 生 从 经 验 中 
“构成 ”数学 知识 。 新 数学 准备 了 范本 教科 节 ; 标准 只 定 出 评 
判 教材 和 教学 风格 的 准则 。 新 数学 是 数量 大 体 相 等 的 数学 家 和 
教师 的 作品 ; 标准 几乎 全 由 教师 所 制定 。 新 数学 只 在 课程 上 下 
功夫 ; 标准 的 目的 是 彻底 检查 课程 ， 教 学 法 ， 以 及 给 学 生 评分 
的 方式 。 

但 是 ,标准 的 目标 与 新 数学 的 目标 相似 : “学 生 应 当 重视 
数学 ， 确 信 他 们 作 数 学 的 能 力 ， 能 够 解决 问题 ， 以 及 进行 数学 
交流 和 推理 。” 

为 达到 这 些 目 标 ， 孩 子 们 一 般 是 在 小 组 内 活动 ， 以 构成 他 
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ES 


TT 


们 的 知识 。( 专门 术语 是 构成 主义 。) 正 妇 标准 引用 “关系 到 每 


个 人 ”中 的 一 段 话 那样 ，“ 干 练 的 教师 能 够 激励 


FE 学 习 数 学 。 


学 生 只 有 当 他 们 构成 他 们 自己 的 理解 时 才能 学 会 数学 。 他 人 | 必 


须 审查 . 应 用 ， 


证 明 ， 交 流 。 当 学 生 在 小 组 内 活动 ， 讨 论 ， 陈 


述 ， 并 自己 对 自已 的 学 习 负 次 时 ， 上 述 如 些 刘 求 部 很 容易 实 
现 。 学 生 只 不 过 不 学 别人 指 给 他 们 的 东西 ,” 


标准 面 对 计算 与 思 注 之 间 的 老 中 
但 这 祥 的 知识 应 当 产 生 
“计算 器 使 得 大 量 传统 的 复杂 的 纸 笔 

标准 把 它 的 改革 总 结 


算是 重要 的 ， 


中 程度 地 就 练 纸 笔 让 
要 它们 的 问题 。 况且， 
技能 成 为 中 之 物 。 


一 张 两 列 的 表 中 ， 我 从 该 表册 出 几 


个 条 是 。 

增加 注意 减少 注意 

不 固定 的 问题 常规 的 简单 问题 

发 现 数 学 概念 作 填 空 的 练习 题 
根据 经 验 推 理 信赖 教师 ， 视 为 权威 
把 数学 同 外 部 世界 联 发 展 脱离 课 称 内 容 的 

系 起 来 靶 能 
学 生 积 极 参 与 教师 讲解 
开发 数 的 意识 熟 记 法 则 


标准 不 光 是 给 数学 教育 定 调 。 它 明确 了 一 -系列 的 准则 ， 用 
以 确定 哪些 实验 课程 会 获得 资助 ， 哪 些 实验 班会 受到 支持 ， 以 
及 哪些 教科 书 会 予以 出 版 。 它 的 目标 ， 跟 新 数学 一 样 ， 也 是 值 
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得 称赞 的 。 


或 许 这 场 新 的 改革 将 会 成 功 。 如 NCTM 的 主席 杰克 ' 普 赖 


斯 1994 年 所 述 。 


当前 的 改革 运动 ， 只 要 我 们 继续 进行 下 去 ， 上 成功 

将 是 显而易见 的 。 有 许多 理由 说 明 这 是 确实 的 。 数 学 
学 安 

各 个 环节 ， 最 终 都 在 同一 本 书 中 ， 如 果 不 是 在 同一 页 
上 的 话 。 第 二 ， 我 们 已 经 消除 了 “ 细 流 渗 漏 ”综合 
它 在 早先 的 党 试 中 被 证 明 是 灾难 性 的 ; 我 们 确 
， 在 开发 和 实施 中 ， 每 个 人 都 是 平等 的 伙伴 。 第 
这 场 改革 有 调查 研究 基础 和 坚实 的 哲学 基础 。 第 
出 版 商 正在 制作 贯彻 标准 的 教材 。 第 五 ， 可 以 指 
望 技术 对 改革 的 帮助 。 最 后 ， 政 府 支持 改革 的 方向 。 


下 阅 外 


新 改革 的 支持 者 相信 它 会 成 功 ， 因 为 它 避 免 了 他 们 视 为 新 


数学 的 错误 的 一 些 作法 。 加 利 福 尼 亚 数学 学 科 事 务 委员 会 主席 
埃 莱恩 . 罗 森 费 尔 德 在 为 挑选 某 些 教科 书 说 明理 由 时 指出 “新 
数学 是 完全 抽象 的 ， 使 用 了 不 热 悉 的 前 后 关联 ， 与 孩子 们 的 父 


了 父 


导 甚 少 交流 ， 没 做 任何 事 使 数学 易于 为 孩子 们 所 接受 。 它 加 强 


人们 的 这 一 信条 ;数学 只 是 极 少数 天 才 的 事 。 它 对 学 生 如 


何 学 不 予 注意 。 它 没有 帮助 教师 们 了 解 要 求 于 他 们 的 变化 。” 


但 是 ， 就 像 新 数学 曾经 碰 到 某 种 狐 立 的 怀疑 论 一 样 ， 标 准 


也 是 如 此 。 协 勒 草拟 未 开化 居民 区 管理 教育 计划 的 小 切 斯 特 


芬 轧 于 1993 年 在 《教育 周报 》 上 写 道 ,“ 甚 至 在 X - 12 教育 的 
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流行 世界 里 ， 标 准 也 是 罕见 地 为 人 所 接受 。 在 传统 的 常识 中 很 
少 有 如 此 深刻 的 变化 ， 而 标准 的 实践 对 它 又 是 如 此 地 推崇 ， 对 
于 它 的 洪流 的 阻力 显得 如 此 之 小 ， 对 于 它 的 基础 提出 的 疑 后 J 如 此 
之 少 。 我 们 更 希望 他 介 3 这 事 搞 清 楚 。 省 则 ， 一 窝 蜂 似 地 往 前 冲 ， 
饥 钙 它 的 3| 导 ， 有 朝 一 日 可 能 会 发 更 ， 我 们 是 在 撞击 悬 岩 。 

芝加哥 大 学 的 一 位 数学 教育 教授 ， 左 克 曼 - 乌 西 斯 金 ， 更 
明确 地 道 出 了 他 的 疑虑 。 在 一 篇 委婉 地 标题 为 “应 对 NCTM 标 
准 的 第 二 版 作 什么 样 的 改变 ”的 讲话 稿 中 ， 他 提出 了 并 不 那么 
委婉 的 批评 。 


对 标准 的 异议 不 多 ， 主 要 是 由 于 NCTM 阻挠 对 它 
的 任何 批评 。 假 如 谁 不 赞成 标准 ， 谁 就 一 定 是 反对 好 
数学 ， 好 教学 和 好 评估 。……… 

确实 记 不 得 标准 中 以 前 曾 建 议 什么 而 且 失 败 了 ， 
也 指 不 出 标准 中 有 什么 真正 新 的 内 容 。 它 的 许多 建议 
从 未 在 大 范围 内 试验 过 。 

虽然 对 改变 数学 教育 的 支持 大 部 分 是 基于 美国 学 
生 在 国际 竞赛 中 的 低 水 平 ， 但 标准 并 未 从 外 国 的 作法 
中 汲取 最 好 的 思想 。 国 外 的 课程 表 被 遗忘 了 。 为 什 
么 ? 理由 之 一 是 这 些 课程 表 没 有 遵 箱 标 准 的 兰 学 。 在 
国外 ， 他 们 不 相信 ， 和 孩子 们 永远 必须 自己 构成 知识 。 


标准 中 的 思想 不 是 新 的 。 远 在 1938 年 ， 前 进 教 育 协会 
出 ,“ 学 生 应 当 把 握 整 个 面 角 ， 而 不 是 练习 特殊 的 技能 …… 不 
局 的 个 人 或 小 组 ， 可 以 对 局 一 问题 有 相互 冲突 的 结论 。 在 
mm 
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NCTM 的 年 鉴 中 ， 我 们 发 现 ， 在 1940 年 , “有 一 种 引导 学 生 通 


过 他 们 自己 的 经 验 进入 新 论题 的 趋向 。” 


1972 年 ， 革 在 指导 加 利 福 尼 
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建 义 ，“ 理 想 的 课堂 环境 沿 励 “发 现 ， 精 神 。 它 也 提供 各 种 途 
径 ， 使 学 生 们 能 在 一 位 鼓励 好 奇 的 教师 指导 下 ， 把 握 他 们 自己 
的 学 习 方向 。 自 己 把 握 方向 的 学 习 ， 需 要 学 生 参 与 创造 性 的 学 


习 实 验 。 它 不 是 由 “现在 就 来 讲 它 是 怎么 回 事 ”的 讲课 来 实现 
的 .” 但 是 这 些 建议 几乎 没有 任何 影响 。 结 构 在 一 个 州都 未 能 


成 功 ,我 们 怎么 能 相信 标准 会 在 全 医 成 功 呢 ? 


我 很 困惑 ， 标 准 的 作者 们 没有 提出 任何 起 验 计 划 臣 者 任何 
学 区 作为 一 个 范例 ， 以 表明 他 们 的 趾 标 在 现实 世界 中 能 够 达 
到 。 这 就 意味 着 ， 他 们 想 要 改变 整整 一 代 人 学 习 数学 的 方式 ， 


但 却 没有 检验 他 们 的 建议 的 可 行 性 。 一 位 制造 商 引 进 一 种 新 于 
皂 加 倍 小 心 ， 先 在 几 个 商店 或 几 个 城镇 试验 其 可 接受 性 ， 然 后 


再 投入 批量 生产 。 


无 论 它 的 目标 和 提议 多 么 令 人 称心 ， 标 ? 


总 必须 由 出 版 商 


和 教师 来 实现 。 出 于 好 奇 ， 我 查看 了 加 利 福 尼 亚 最 近 采 用 的 旨 


在 符合 标准 准则 的 一 些 教科 书 。 


这 里 引 的 是 一 本 七 年 级 的 教科 书 怎样 让 学 生 们 “发 现 ”， 
一 个 三 角形 的 三 个 角 之 和 总 是 180"。 在 “一 起 作 ” 的 标题 下 ， 


它 有 这 样 一 些 引 学 : 


先 从 一 个 纸 三 角形 开始 ， 


它 的 形状 应 与 你 们 小 组 


其 他 成 员 的 三 角形 不 同 。 给 三 角形 的 三 个 角 编 号 ， 并 
把 它们 从 三 角形 上 椭 下 来 。 将 这 三 个 角 边 靠边 放 靖 ， 
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使 一 角 欣 着 一 角 ， 而 又 没有 角 重 登 。 
似乎 能 作 什么 关 论 ? 把 你 的 结果 同 你 们 小 组 其 他 
人 的 结果 相 比 较 。 作 个 猜想 。 


面 对 这 样 一 些 引导 ,在 紧 接 着 的 下 一 页 ， 我 们 发 现 ,，“ 在 
一 起 作 的 活动 中 ,你 发 现 了 下 面 的 陈述 是 对 的 ”跟着 是 粗 体 
字 “一 个 三 角形 的 三 个 和 角 之 和 是 180°。” 

这 是 来 自 实验 的 什么 样 的 发 现 或 构成 知识 呢 ? 据 我 对 学 生 
们 的 了 解 ， 他 们 会 扫 - -眼下 页 上 的 粗 体 字 ， 并 停止 实 蛤 。 

如 果 你 真 想 要 发 现 ， 你 就 让 学 生 们 夯 许 多 三 角形 ， 量 出 每 
个 三 角形 的 三 个 角 ， 并 把 它们 相 如 。 (顺便 提 一 - 句 ， 这 又 是 一 
种 练习 。) 然后 ， 这 堂 课 可 以 比较 结果 ， 并 猜想 什么 可 能 成 立 。 
他 们 可 能 猜 出 ， 也 可 能 猜 不 出 ， 这 个 和 应 当 恒 为 180"， 一 个 乎 
角 的 大 小 《直角 的 两 倍 )。 这 上 时， 教师 可 以 说 ，“ 对 ， 它 恒 为 
180?。” 但 是 ,这 将 使 学 生 们 和 失去 学 习 数学 推理 的 一 个 机 会 

换个 方式 ， 教 师 可 以 说 ，“ 实 验 提示 ， 三 个 合计 芍 为 
180°。 但 是 我 们 不 能 肯定 ， 它 们 之 和 永远 恰好 为 180。 我 将 向 
你 们 证 明 ， 这 和 确实 是 180"， 而 毋 需 作 任何 实验 。 

“首先 ， 关 于 角 有 几 件 事情 你 们 必须 知道 。 在 这 个 显示 两 
条 平行 线 与 第 三 条 直线 相交 的 图 形 中 ，x 角 和 y 角 相 等 。 
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因此 , 在 下 图 中 ，x 角 和 u 第 相等 。 


“现在 设 根 任意 一 个 三 角形 ， 其 角 为 A，B，C， 如 下 图 。 


通过 一 个 拐角 点 作 一 条 直线 平行 于 不 通过 此 点 的 边 。 
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在 此 拐角 点 处 位 于 水 平 线 上 方 的 三 个 角 合 在 一 起 ， 形 成 一 个 平 


第 , 它 有 180*。 但 是 ,根据 我 们 刚 指出 的 关于 
这 三 个 角 等 于 A,，B,，C。” 


第 的 几 个 事实 ， 


然后 ， 教 师 可 以 让 这 个 班级 对 四 边 形 的 四 鳃 之 和 进行 实 
验 。 即 使 教师 向 他 们 就 三 角形 作 了 充分 的 解释 ， 也 还 留 下 许多 


东西 需要 学 生 们 自己 去 探索 和 i 阐发 。 


一 本 日 本 教科 书 对 这 个 问题 作 了 不 同 的 处 理 。 这 一 章 从 相 
等 角 的 讨论 开始 。 然 后 叙述 一 个 三 角形 各 角 之 和 是 180"， 并 说 


明 为 什么 。 学 生 们 不 是 发 现 ， 而 是 被 告知 。( 
在 需要 创见 的 考试 中 表现 很 好 。) 


即使 这 样 ， 他 们 


美国 教科 书 以 其 对 比 “ 实 验 显示 ”的 方法 ， 使 学 生 同 时 失 
去 了 发 现 数学 事实 和 领会 数学 证 明 的 机 会 ， 在 两 个 方面 都 达到 


了 最 坏 的 程度 。 


在 我 认为 理想 的 一 种 方法 中 ， 学 生 进 行 我 说 的 实验 ， 而 教 
科 书 不 在 任何 地 方 说 出 这 个 和 是 多 少 。 在 这 个 班级 对 这 个 问题 
有 所 体会 之 后 ， 或 许 会 猜想 这 和 是 180*， 教 师 可 以 问 , “你 能 
肯定 吗 ? 它 不 能 是 179.45"?” 在 一 阵 讨论 之 后 ， 教 师 应 当 介绍 
证 明 。 如 何 权衡 发 现 与 教师 讲授 ， 由 教师 来 定 。 (我 怕 某 些 教 
师 可 能 把 标准 的 建议 “减少 教师 讲授 ”解释 为 “不 要 教师 讲 


授 "。) 
在 一 本 新 的 加 利 福 尼 亚 教科 书 中 ,在 “ 


判 的 思考 ”标题 


下 ， 有 这 样 的 盘问 : “一 个 圆 的 圆周 是 否 小 于 | 
的 局长 ? 合理 吗 ? 解释 。 
大 概 它 是 受 标准 强调 思考 与 交流 的 影响 。 


绕 它 的 正方 形 


然而 ， 我 根本 想 


不 出 怎样 回答 第 二 个 问题 ， 也 不 知道 想 让 学 生 给 出 的 是 何 种 解 
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炙 。 第 一 个 问题 的 答案 很 简单 , “是 "， 它 很 难 开发 交流 技能 。 

在 别处 我 看 到 这 样 一 个 结论 : 圆周 和 直径 之 商 不 能 精确 地 
写成 一 个 小 数 、 这 完全 是 胡说 八道 。 这 个 商 是 一 个 无 穷 小 数 ， 
它 以 3.14159 开始 ， 只 要 我 们 有 时 间 。 我 们 可 以 写 出 随便 多 少 
位 。 一 个 无 穷 小 数 是 完全 合理 的 : 证 据 ， 例 如 173 = 0.333333 


在 浏览 过 几 百 页 许多 现在 采用 的 教科 书 之 后 ， 我 发 现 ， 它 
们 是 被 匆忙 地 凌 合 在 一 起 ， 很 少 或 没有 经 过 课堂 试验 ， 也 没有 
数学 家 们 严肃 认真 的 意见 ， 为 此 我 感到 焦 囊 。 这 几 百 贞 书 表面 
上 忠实 于 标准 的 文字 ,但 几乎 没有 忠实 于 标准 的 精神 。 或 许 是 
时 间 和 经 费 的 约束 ， 使 得 出 版 者 未 能 把 工作 做 好 。 另 方面 ， 
也 们 似乎 又 有 时 间 和 经 费 ， 以 如 此 之 多 的 四 色 插 图 ， 把 教科 书 
弄 得 零乱 不 堪 ， 以 致 我 很 难 从 中 找到 数学 。 我 感到 不 安 ， 这些 
出 版 者 附加 这 样 多 图 ， 不 是 为 了 帮助 学 生 学 习 ， 而 是 为 了 深刻 
影响 教材 评选 委员 会 ， 他 们 一 定 费 力 地 阅读 了 大 量 参赛 的 候选 
教材 。 
一 个 比较 日 美 教科 书 的 报告 结论 ，“ 日 本 的 书 平均 200 页 ， 
平均 包含 7 章 ， 每 一 章 分 为 前 后 连贯 的 二 至 三 节 ， 而 美国 的 教 
教科 书 平均 475 页 ， 平 均 包含 12 章 ， 每 一 章 大 约 有 一 打 联 系 
松散 的 论题 。…… 国 书 以 19% 的 篇幅 用 于 毫 不 相干 的 插图 ， 
而 与 之 比较 ， 日 本 书 为 0%。 
单独 的 研究 表明 ， 毫 不 相干 的 插图 不 能 促进 学 习 。 显 然 ， 
美国 教科 书 产生 的 方式 应 当 彻底 检查 。 

要 对 把 标准 引信 现实 世界 负责 的 ， 不 仅 是 出 版 者 ， 而 且 还 
有 教师 。 小 学 教师 尤其 重要 ， 因 为 儿童 们 往往 是 在 五 六 年 级 前 
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形成 对 数学 的 持久 印象 。 由 于 数学 是 一 个 紧密 相连 的 结构 ， 
个 概念 建立 在 另 一 个 概念 的 基础 上 ， -个 方法 建立 在 另 一 个 方 
法 的 基础 上 ，-… 个 学 牛 如 果 错 过 了 -一 -个 关键 的 思想 ，oj 能 以 后 
永远 也 眼 不 上 . 
没有 几 位 教师 具有 实施 标准 的 数学 背景 。 我 教 过 的 一 些 未 
来 的 初级 教师 ，-- 般 部 回避 理科 和 数学 课 ， 出 把 数学 必修 课 推 
迟到 他 个 高 年 级 时 。 有 些 来 听课 的 学 生 差 到 连 546 和 172 哪个 
大 都 说 不 出 来 。 他 们 之 中 有 些 人 也 不 能 用 算术 或 绘 匀 方法 证 时 
2/5+1/10 等 于 1/2。 
一 位 教师 想 要 实行 标准 所 建议 的 方案 ， 让 她 的 班级 的 学 生 
计算 修建 一 个 公园 所 需 材 料 的 费用 。 为 求 围栏 的 造价 ， 他 们 需 
要 周 长 公 式 ; 遗憾 的 是 ， 她 却 给 了 他 介 | 一 个 面积 公式 。 显 然 ， 
一 位 在 数学 上 不 行 的 教师 ， 当 指导 一 个 班级 时 ， 会 很 快 陷 人 
境 ， 因 为 什么 事 都 可 能 发 生 在 任何 时 刻 。 

标准 对 教师 的 数学 训练 ， 规 定 得 远 比 现在 通常 的 训练 要 | 
谤 得 多 。 例 如 ，5 一 8 年 级 的 教师 应 当知 道 模 系统 《数论 中 专 
门 术 语 三 角 , 坐标 几何 ， 球 面 几何 ， 统 计 
学 ， 微 积分 ， 以 及 极限 和 无 穷 的 作用 。 但 说 标准 把 教师 培养 放 
在 它 最 优先 的 地 位 ， 而 不 是 提出 一 个 彻底 修改 课程 ， 教 学 法 ， 
评估 标准 和 教师 准备 的 一 挠 学 速成 计划 。 

我 担心 ， 标 准 像 一 位 设计 了 一 座 漂 亮 的 大 桥 的 建筑 师 。 不 

幸 的 是 ， 供 应 商家 用 木头 和 一 块 钢板 做 成 支柱 和 横梁 。 作 为 木 
工 而 不 是 焊工 培训 的 工人 们 ， 却 用 钉子 把 它们 连 在 一 起 。 

标准 将 会 把 我 们 或 者 带 进 希 望 之 乡 ,或 者 引 向 悬崖 。 要 预 
言 究 竟 是 哪 一 种 结果 还 为 时 过 早 。 但 是 ， 有 一 点 是 清楚 的 。 过 
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去 的 这 个 世纪 ， 实 际 上 存在 一 个 长 期 不 断 的 改革 适 动 。 正 如 数 
学 教育 家 和 前 教师 莎 伦 ' 达 格 戴尔 告诉 我 的 那样 ,“ 它 的 名 称 从 
一 个 年 代 到 -个 年 代 变 化 着 ,但 其 实质 并 无 多 大 改变 。” 
我 在 下 一 章 提出 的 建议 是 如 此 地 简单 ， 而 且 是 在 如 此 小 的 
内 ,以致 我 并 不 认为 它们 是 持久 不 断 的 改革 运动 的 一 部 


范 
分 。 
第 十 三 章 “一些 建 议 ， 郑 重 的 与 冒昧 的 


长 达 一 个 世纪 的 改革 数学 教育 的 努力 ， 当 使 任何 想 提出 改 
进 数学 教学 方式 的 人 却步 不 前 。 即 使 这 样 ， 作 为 一 个 生来 的 乐 
观 主义 者 ， 我 还 是 要 提出 一 些 建议 。 其 中 的 大 部 分 已 被 别人 不 
只 一 次 地 提 过 ， 但 仍 值得 重复 。 特 别 ， 我 将 引用 H. 允 . 史 蒂 文 
和 森 和 J.W. 斯 蒂 格 勒 的 书 《 学 习 的 空白 区 》 (1992)。 这 本 以 比 
较 中 国 、 日 本 和 美国 学 校 为 基础 的 小 书 ， 值 得 教师 和 父母 们 一 
读 。 


我 的 大 部 分 建议 都 容易 实施 。 我 将 从 令 我 气 恼 的 事情 开 


始 。 

漫画 家 

宴 画 家 们 习惯 性 地 把 数学 作为 他 们 取笑 的 目标 ， 即 便 他 们 

只 是 反映 社会 对 这 一 学 科 的 不 满 ， 那 也 是 无 济 于 事 的 。 这 些 漫 

画 甚 至 在 用 于 培训 初级 教师 的 教科 书 中 重 现 。 让 我 们 来 考察 一 

个 孩子 在 日 常 连环 画 刊 中 读 到 这 些 东西 时 所 获得 的 信息 。 头 一 
个 摘自 《花生 米 》: 
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“比方 说 我 们 把 一 个 苹果 对 半 切 开 。 现 在 我 们 就 
有 了 两 半 。” 

“这 是 分 数 !1! 你 在 试图 教 我 分 数 1 我 将 永远 不 要 
懂 分 教 ! 我 要 发 疯 了 呈 


这 是 一 个 训练 孩子 学 习 分 数 的 好 方法 吗 ? 现在 来 看 ， 关 于 这 个 
问题 , 《加 和 尔 文 与 翟 布 斯 》( 以 两 个 人 名 为 刊 名 的 连环 画 刊 一 一 
译注 ) 怎么 样 呢 ? 


“关于 这 堂 数 学 深 我 有 一 个 问题 。” 

“是 吗 ?” 

“我 们 大 家 早晚 都 会 死 在 这 种 课 上 ， 学 习 整 数 有 
什么 意思 ?” 


我 承认 ， 我 发 现 这 提 逗 乐 的 。 但 是 ， 这 个 连环 宰 夯 为 什么 
不 问 “ 学 习 读 ， 写 和 研究 历史 有 什么 意思 ?” (我 不 是 建议 它 
同 。) 为 什么 单 挑 数学 ? 

我 可 以 从 我 收藏 的 连环 画 刊 中 征 引 许多 例子 ， 它 们 使 这 样 
一 种 观念 得 到 加 强 : 一 个 孩子 恐惧 或 讨厌 数学 是 正常 的 。 我 还 
从 未 见 到 -~ -个 画 刊 以 赞同 的 态度 介绍 数学 。 一 位 漫画 家 能 不 能 
努力 ， 哪怕 只 是 一 次 ， 举 出 数学 在 我 们 社会 中 的 关键 性 作用 
呢 ? 下 面 是 表明 我 的 意思 的 一 个 样子 ， 一 个 不 成 熟 但 是 我 自己 
的 提议 , 意 在 制 激 浪 画家 们 ， 使 得 他 们 会 做 得 更 好 一 些 。 

我 普 经 问 过 外 国 来 访 者 ， 在 他 们 国家 里 ， 寓 画家 是 否 嘲弄 
数学 。“ 肯 定 不 ”是 他 们 的 普遍 回答 ,，“ 数 学 是 高 度 受 人 关注 
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的 ， 并 被 视 为 常人 所 必需 。” 要 我 们 的 社会 收 变 它 的 态度 ， 呆 
能 需要 …- 代 人 的 努力 。 但 是 ， 漫 画家 们 可 以 加速 这 种 转变 ， 目 
前 ， 他 们 在 加 剧 这 一 问题 。 他 们 应 能 作为 解决 问题 的 一 个 方 
面 。 

我 不 应 该 单 挑 出 得 画家 。 名 为 “青少年 与 巴 比 交 谈 ” 的 洋 
娃娃 被 配置 了 一 个 说 “数学 课 真 烦人 ”的 程序 。 为 什么 不 能 给 
她 编 个 程序 ， 让 她 说 “数学 课 真 有 趣 ” 呢 ”在 我 参观 过 的 大 部 
分 数学 课 中 ,学 生 们 都 很 高 兴 。 幸 好 还 有 交 目 妇女 运动 的 呼 
吁 ,要求 巴 比 停止 抱 急 。 制 造 商 解释 , “我 们 从 来 没有 阴 止 女 
孩 或 男孩 学 习 数学 的 任何 意图 。” 不 需要 意图 。 在 我 们 社会 里 ， 
它 不 想 自 来 。 是 我 们 思考 我 们 正在 向 我 们 的 孩子 们 传递 什么 信 
息 的 时 候 了 。 

《学 习 的 空白 区 》 注 意 到 了 这 些 信息 的 作 


一 全 在 教育 儿童 方面 落后 的 国家 ， 有 理由 认为 ， 
一 个 能 够 改变 绝 大 多 数学 生发 型 的 过 程 ， 对 于 激发 他 
们 把 更 多 的 注意 力 放 在 学 习 上 ， 可 能 不 会 有 效 。 迁 求 
知识 的 人 们 ， 应 该 像 体育 英雄 和 揪 深 明星 一 样 ， 值 得 
仿效 。 但 是 ， 树 立 典 型 需要 自觉 地 努力 ， 一 位 “在 学 
业 方 面 末 发祥 潜 力 的 学 生 ” 巴 特 * 辛 普 森 捅 示 了 我 们 
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民族 的 价值 观 : 美国 人 把 “ 书 果子 ” 视 为 要 避免 的 典 
型 ， 但 却 没 把 其 成 就 是 以 知识 为 依据 的 人 们 树 为 供 学 
生 模 仿 的 正面 典型 。 


告 宣传 还 可 把 其 贡献 是 靠 数学 知识 的 那些 人 ， 滩 加 到 公 
认 的 著名 人 士 名 单 中 去 。 


父 和 母 

一 所 中 西部 的 学 校 给 父母 们 评级 ， 对 于 他 们 提供 安静 的 时 
间 让 他 们 的 孩子 做 家 庭 作 业 ， 同 孩子 们 一 起 读书 ， 以 及 参加 诸 
如 “返回 学 校 之 夜 ”的 学 校 活 动 ， 给 予 赞 为 。 这 个 计划 提醒 父 
母 ， 他 们 在 孩子 的 教育 中 起 着 巨大 的 作用 ， 这 种 作用 太 经 常 地 
被 完全 推 给 了 学 校 

阅读 对 于 在 学 校 中 获得 成 功 是 关键 性 的 ; 数学 尤其 如 此 。 
父母 可 以 通过 阅读 示范 帮助 他 们 的 孩子 成 为 好 的 朗 请 者。 正如 
阅读 考察 团 1985 年 报道 的 那样 ,“ 为 了 获得 朗诵 的 最 后 成 功 所 
需要 的 知识 ， 惟 一 最 重要 的 活动 ， 就 是 对 孩子 们 朗诵 。” 吉姆 
特 里 利 斯 的 《 朗 请 手册》 解释 了 原因 和 方法 ， 推 荐 了 题目 。 
《学 习 的 空白 区 》 对 父母 参与 学 校 活动 提出 了 重要 的 观点 : 
“父母 们 不 应 当 在 他 们 的 孩子 上 学 之 后 就 脱离 教育 ， 而 应 当 保 
持 他 们 在 孩子 学 龄 前 表现 出 来 的 高 度 参与 。 如 果 他 们 不 能 表明 
他 们 重视 教育 ， 并 愿意 参与 学 校 所 进行 的 一 切 活动 ， 他 们 的 孩 
子 就 会 把 学 校 看 成 与 他 们 一 生 的 主要 活动 无 关 。” 

老师 们 告诉 我 ， 他 们 通过 注意 父母 的 参与 程度 ， 往 往 能 够 
预言 一 个 学 生 的 表现 。 纽 约 州 利物浦 的 一 位 中 学 教师 巴巴 拉 … 
世 登 说 , “在 我 的 优秀 班级 里 ， 大 部 分 父母 都 来 参加 学 校 开 放 


TS 
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日 的 活动 。 在 我 的 其 他 班级 ， 非 常 之 少 。” 

不 论 社会 上 对 学 习 的 流行 态度 是 什么 ， 父 母 可 以 起 抵消 作 
用 。 这 在 全 国足 球 联合 会 运动 员 规划 部 主任 约翰 -伍德 的 建议 
中 说 得 很 清楚 ,，“ 一 个 杰出 的 运动 员 到 上 大 学 时 ， 他 把 中 小 学 
就 只 看 做 是 他 疡 圳 运动 才能 的 地 方 。 打 破 这 -格局 的 惟一 方法 
是 ,父母 们 在 其 孩子 的 教育 中 起 更 大 的 作用 。” 他 的 忠告 适用 
于 所 有 父母 ， 因 为 所 有 的 儿童 都 面临 大 量 分 散 他 们 对 作业 的 注 
意 力 的 事物 。 

一 位 印 地 安 纳 中 学 教师 拉 里 . 阿 斯 金 斯 给 我 的 一 封 信 ， 对 
这 些 分 散 注意 力 的 事物 表示 了 抱怨 ,“ 学 校 音乐 会 ， 乐队 比赛 ， 
网 球 比 赛 ， 田 径 运 动 会 ， 舞 会 ， 足 球 练习 ， 拥 有 轿车 〈 靠 做 兼 
职工 作 付款 }， 这 些 只 是 转移 学 生 对 其 家 庭 作业 注意 力 的 众多 
活动 中 的 几 项 。” 

甚至 那些 只 有 极其 有 限 的 数学 基础 ， 不 能 帮助 他 们 的 孩子 
做 家 庭 作 业 的 父母 ， 也 仍然 可 以 提醒 孩子 注意 数学 的 重要 性 。 
我 的 父亲 只 上 过 三 年 级 ， 我 的 母亲 只 学 过 算术 。 虽 然 他 们 不 能 
直接 帮助 我 ， 但 他 们 使 我 深信 我 的 学 习 是 重要 的 ; 他 们 告诉 
我 ,“ 你 有 一 个 任务 ; 学 习 。” 

甚至 一 位 兼 做 两 职 的 单身 母亲 也 可 以 让 她 的 孩子 知道 ， 她 
认为 学 校 应 处 于 高 度 优先 考虑 的 地 位 。 即 使 在 一 天 里 她 只 能 在 
短 时 间 内 看 到 他 们 ， 她 可 以 问 ,“ 你 今天 学 什么 啦 ?” 并 且 提 醒 
他 们 ， 数 学 不 仅 在 许多 工作 中 需要 ， 而 且 也 是 进行 日 常生 活 决 
策 的 一 个 工具 。 

给 你 的 孩子 提供 一 个 明亮 的 学 习 场所 ， 最 好 有 一 张 书桌 ， 
但 届 房 桌 也 行 。《 学 习 的 空白 区 》 报 道 ,“ 和 典型 的 日 本 家 庭 占 有 
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不 到 900 平方 虹 的 面积 ， 有 时 被 嘲笑 为 “ 免 棚 " 。 但 是 ，80 色 
以 上 的 家 庭 都 留 出 地 方 ， 使 他 们 的 孩子 能 在 那里 佑 家 庭 作 业 。 
在 他 们 的 抽样 调查 中 ， 几 乎 每 个 5 年 级 学 生 都 有 - -个 书桌 ， 而 
在 美国 的 抽样 调查 中 ， 这 个 数字 大 约 仅 为 60%。 

我 听 到 过 有 些 父母 对 他 们 的 孩子 说 , “我 在 数学 方面 不 怎 
么 样 ， 我 也 不 指望 你 怎么 样 。” 奇妙 的 心理 学 ， 也 是 错误 的 心 
理学 。 有 无 数 影 响 可 使 一 个 人 不 擅长 于 某 一 科目 ,但 没有 一 种 
影响 是 由 基因 遗传 的 。 正 确 的 态度 有 是， 鼓励 你 的 孩子 克服 他 们 
可 能 遇 到 的 任何 困难 。 毕 况 ， 不 是 要 求 他 们 发 明 守 新 的 数学 ， 
而 只 是 学 习 存 在 已 久 的 数学 的 一 小 部 分 。 

一 些 教师 不 愿意 留 家庭 作 业 ， 因 为 惧怕 家 长 的 强烈 反应 。 
甚至 在 练习 至 关 重要 的 代数 课 中 ， 也 发 生 这 种 情况 。 要 让 教师 
们 确信 ， 你 希望 他 们 留 他 们 认为 必要 的 作业 。 而 且 你 将 支持 他 
们 。 


帮助 你 的 孩子 安排 优先 考虑 的 事 ， 以 使 重要 的 事情 先 做 。 
如 今 ， 许 多 孩子 日 程 排 得 过 满 ， 以 致 没有 时 间 做 他 们 的 学 校 作 
业 。 如 果 你 的 家 里 有 这 样 的 事 ， 帮 助 你 的 孩子 削减 活动 。 可 别 
像 那样 的 父母 ， 他 们 向 老师 解释 ， 他 们 的 孩子 没有 时 间 做 家 庭 
作业 ， 是 因为 孩子 要 练 臣 本， 体操 和 钢琴 。 
当 我 在 洛杉矶 成 长 的 时 候 ， 除 了 家 庭 作业 之 外 ， 我 过 着 轻 
在 的 生活 ， 在 街道 打 篮球 ， 在 空地 榨 堡 侄 ， 在 朋友 家 玩 乒 
球 。 提 起 ~ 一 在 完成 家 庭 作业 之 后 一 一 自由 自在 的 。 没 有 日 
安排 的 ,即兴 的 游乐 ， 有 许多 可 以 说 的 。 我 们 在 《学 习 的 空 
区 》 上 看 到 “中 国 和 日 本 的 儿童 知道 ， 只 有 在 他 们 完成 每 天 
学校 作 业 之 后 ， 他 们 才 会 有 自由 支配 的 时 间 。” 在 美国 . 休 
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闲 活 动 癌 学 校 作业 和 争夺 孩子 们 的 时 间 。 
作为 父母 ， 你 们 可 以 丰富 你 们 的 孩子 的 数学 经 验 。 让 数 在 
你 们 的 绅 常 生活 中 起 自然 的 作用 。 当 你 做 饭 时 ， 让 你 的 孩子 使 
用 量 杯 。 当 你 挂 窗帘 或 作 书 柱 时 ， 让 你 的 孩子 帮助 测 景 。 在 购 
物 时 要 求 帮 助 计算 ;例如 ， 让 你 的 孩子 比较 特大 号 与 大 号 每 骨 
司 的 价钱 。 当 开车 旅行 时 ， 要 你 的 孩子 领路 ， 看 地 图 ， 佑 计 和 到 
达 下 一 个 城市 的 时 间 ， 或 计算 还 剩 多 少 汽 油 。 当 飞行 H 有 着 类 
局 的 问题， 包括 “以 哩 计 我 们 岗 在 多 高 ?” 或 “有 多 少 座 位 ?” 
(一 个 极 好 的 情 法 应 用 ) 或 “有 人 的 座位 占 多 少 百分比 ?"”“ 旅 
客 总 共 要 为 这 网 飞行 人 多 少 钱 ?”“ 一 分 钟 用 多 少 加 仓 燃 类 [? 一 
秒 钟 呢 ?”“ 飞行 一 哩 需要 多 长 时 间 ?” 

在 餐桌 旁 ， 提 些 趣味 数学 题 或 就 是 简单 练习 题 。 当 我 女儿 
苏 媚 娜 还 在 一 年 级 时 ， 我 同 她 玩 的 游戏 之 一 就 是 “ 求 z。 例 
如 ,“ 藻 3 乘 x 为 18，x 是 多 少 ?”“ 若 x 习 xzx 比 x 多 6,x 是 多 
少 ?” 这 样 使 孩子 们 在 学 代数 之 前 早 就 习惯 于 把 x 作为 未 知 量 
的 常用 名 称 。 不 妨 通过 游戏 介绍 数学 。 对 于 儿童 来 说 ， 游 戏 也 
是 -- 件 严肃 认真 的 事情 。 

每 天 的 报纸 充满 着 数 ， 其 中 体育 版 满 是 小 数 和 百分比 ， 而 
在 足球 季节 还 有 人 负数 。 

维持 女孩 对 数学 的 兴趣 ， 可 能 需要 母亲 起 更 大 的 作用 。 
《对 我 的 女儿 来 说 情形 就 会 不 同 》 一 书 的 作者 敏 迪 炳 海 姆 强 
调 ,“ 妈 妈 的 态度 有 着 持久 的 影响 。” 她 建议 ， 即 使 一 位 母亲 对 
数学 不 感 兴 趣 ， 也 “ 别 承认 它 。 这 是 需要 你 表演 节目 的 时 刻 。 
甚至 连 讨厌 它 的 笑话 也 不 要 说 。 
一 位 数学 程度 很 低 的 母亲 ， 帮 助 她 的 女儿 发 展 了 对 数 的 加 
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驶 能 力 。 她 的 方法 是 “ 当 我 每 天 缝 衣 ， 做 饭 ， 购 物 用 到 数学 
时 ， 我 就 予以 指出 。 我 让 孩 下 们 参与 我 区 思考 。” 

这 旦 是 来 身 那些 想 要 把 女孩 们 从 “女孩 数学 不 行 ” 的 仿 见 
中 解放 出 来 的 专家 们 的 - 些 其 他 忠 笃 : 给 你 的 女儿 一 笔 线 ， 让 
她 作 预 算 和 消费 记录 ; 在 数学 方面 要 求 你 的 女儿 跟 要 求 你 的 儿 
子 一 样 ; 确保 她 的 老师 不 偏爱 班 里 的 男孩 ， 哪 怕 是 无 心 的 ; 讽 
你 的 女儿 介绍 备 有 “ 非 暴 力 ， 非 竞赛 ”软件 的 计算 机 。( 最 后 
一 条 对 于 儿子 也 可 能 是 一 个 好 主意 。) 

怎样 对 待 电视 ?电视 上 虽然 有 一 些 精 彩 的 节目 ， 介 媒体 本 
身 就 是 危险 。 它 可 以 抓 住 观众 ， 使 之 着 迷 几 个 小 时 。 龙 役 似 地 
坐 在 屏幕 前 度 过 的 时 间 ， 不 是 积极 度 过 一 一 游乐 ， 读 书 ， 助 人 
一 一 的 时 间 。 

如 果 你 不 能 支 瑟 电视 ， 干 网 把 亡 执 出 去 ， 或 者 如 减 震 器 标 
签 上 写 的 ,“ 毁 掉 你 的 电视 。 这 样 -个 无 情 的 举动 ， 甚 至 在 今 
天 我 们 这 个 年 龄 也 是 可 能 的 。 当 我 们 的 孩子 成 长 时 ， 我 们 没有 
电视 。 现 在 ， 我 的 女儿 丽 册 卡 的 家 里 也 没有 电视 ， 但 她 的 5 岁 
和 9 岁 的 孩子 生活 得 十 分 好 。 

然而 ， 扔 看 电视 可 能 大 极端 了 7。 电视 上 毕 竞 还 有 - 些 值得 
一 看 的 节目 。 马 上 就 能 想到 例如 南北 战争 ,经 济 萧条 ， 和 和 人权 
运动 系列 片 ， 以 及 艺术 ， 自 然 和 科学 节目 。 帮 助 你 的 孩子 学 会 
选择 看 哪些 节目 ， 可 能 有 助 于 他 们 在 今后 的 生活 中 自己 思考 并 
作出 选择 ， 作 为 成 人 ， 当 他 们 面 对 这 个 世界 呈现 的 许多 诱惑 
时 ， 他 们 人 肯定 需要 有 个 人 素养 与 自我 调节 。 

显然 ， 父 母 对 甚 孩子 的 数学 教育 负 有 主要 的 责任 ， 即 使 他 
们 不 能 帮助 解决 家 庭 作 业 问题 。 在 我 们 批评 教师 之 前 ， 我 们 应 
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该 首先 检 核 ， 为 了 鼓励 我 们 的 孩子 ， 我 们 已 经 做 了 所 有 我 们 能 
做 的 事 。 有 这 样 一 位 母亲 ， 当 巴巴 拉 苹 登 每 知 她 的 孩子 有 办 
难 时 ， 她 答 道 ,“ 你 是 老师 。 这 是 你 的 间 题 、 与 我 无 关 。” 我 们 
应 当 努 力 反 其 道 而 行 之 。 


学 生 
当 和 孩子 们 成 熟 时 ， 他 们 能 够 对 自己 的 学 习 承担 越 来 越 多 的 
责任 。 但 是 ， 有 些 孩 子 毫 不 负责 ， 就 像 他 们 对 于 自己 的 教育 是 
旁观 者 似 的 。 这 一 极端 的 最 好 例子 是 这 样 一 位 学 生 ， 他 向 学 校 
要 求 “ 即 使 我 不 学 习 ， 也 让 我 一 个 接着 -个 年 级 获得 通过 ， 并 
发 给 我 毕业 证 节 。 
年 轻 的 本 杰 明 富兰克林 代表 相反 的 极端 。 当 他 大 约 16 岁 
时 ， 他 决定 提高 他 的 写作 技能 。 在 他 的 自传 中 ， 他 谈 到 为 达到 
这 一 目标 他 是 如 何 做 的 : 


我 认为 《旁观 者 》 中 的 作品 是 相当 不 错 的 ， 而 且 
如 果 可 能 的 话 我 想 草 仿 它 。 怀 着 这 样 的 意图 ， 我 拿 来 
一 些 文章 ， 对 每 个 揣 子 的 意思 作 一 简 卸 提 示 后 ， 把 它 
们 搓 上 几 天 ， 然 后 ， 搬 开 书 本 ， 试 着 重新 写 出 这 些 文 
章 ， 把 每 一 个 提示 ， 用 想得到 的 任何 适当 词语 ， 详 细 
地 表达 出 来 ， 尽 可 能 像 原 来 表达 的 那样 完满 。 然 后 我 
把 我 的 “之 观 者 ” 同 原本 进行 比较 ， 发 现 我 的 一 些 毛 
潢 ， 加 以 改正 。…P 

有 时 ,我 还 把 我 的 全 部 提示 青 得 乱 七 八 精 ， 待 到 
几 周 之 后 ,在 我 构造 完整 的 句子 ， 重 写 该 文 之 前 ,再 
把 它们 尽量 整理 得 处 于 最 任 顺 序 。 这 是 为 了 洪 我 安排 
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思路 的 方法 。 后 来 我 把 我 的 作品 同 原作 比较 ， 发 现 了 
我 的 许多 毛病 ， 并 予以 改正 ; 但 是 ,我 高 兴 地 自 以 为 
在 一 些 不 太 重 要 的 细节 方面 ， 对 方法 或 语言 有 所 改 
进 ， 而 这 就 喜 三 着 我 觉得 我 可 能 总 有 一 天 会 成 为 一 名 
还 算 可 以 的 英文 作家 。 我 做 这 些 练习 和 阅读 的 时 间 是 
在 夜里 ， 下 班 以 后 ， 或 上 班 之 前 的 早上 , 或 者 星期 
日 。 


设想 有 一 把 自立 的 尺子 ， 它 从 一 端 为 向 学 校 提 出 要 求 的 小 
伙 延 伸 到 另 一 端的 滞 兰 克 条。 每 一 个 学 生 人 处 二 二 者 之 疗 的 某 个 
地 方 ， 可 以 选择 向 富兰克林 一 端 移动 。 如 果 课堂 混乱 ， 这 样 -- 
种 选择 可 能 是 必要 的 。 


商 家 
商家 们 每 年 要 花 250 亿 美元 对 其 工人 进行 补习 教育 。 我 建 
议 他 们 把 这 个 预算 的 一 部 分 转向 改进 数学 教育 ， 比 方 说 建立 基 
金 用 于 推动 数学 家 去 作 低 年 级 教师 。 或 者 ， 商 家 可 以 赞助 教师 
们 参观 各 个 年 级 的 课堂 和 产业 部 门 。 否 则 ， 教 师 们 就 会 阁 于 他 
们 自己 教室 的 狭小 天 地 。 从 长 远 来 看 ， 这 样 一 笔 投 资 比 现在 用 
于 补 可 的 花费 可 能 节省 得 多 。 
数 学 系 
数学 教授 们 认为 ， 或 许 是 下 意识 地 ， 主 收 数 学 的 学 生 将 会 
继续 实行 计算 机 科学 或 数学 方面 的 研究 生计 划 ， 或 者 法 律 或 医 
学 方面 的 专业 计划 ,或 者 他 们 会 成 为 保险 统计 员 或 系统 分 析 
师 。 使 我 的 同事 们 和 我 感到 意外 的 是 ， 发 现 我 们 的 毕业 生 中 有 
一 半 是 作 中 学 教师 。 在 有 些 大 学 里 ， 这 个 数目 况 高 达 70%。 
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每 个 数学 系 部 应 回答 这 样 一 个 门 题 , “对 未 来 的 教师 人 门 ， 不 论 
是 台数 学 专业 学 生 ， 我 们 能 够 进行 帮助 的 最 好 方式 是 什么 ?” 


问答 会 是 不 同 的 ， 但 我 怀疑 它 会 是 “我 们 目前 正在 
好 


做 的 就 最 


数学 教学 标准 注意 到 , “人 在 当前 数学 系 的 培养 工作 中 ， 预 


备 教师 和 跟 预 备 教师 打交道 的 人 们 ， 被 作为 -等 公民 对 待 。 


一 位 名 叫 托 马 斯 亭 格 福特 的 数学 教授 ， 在 一 篇 题 为 


“未 来 的 


初级 教师 : 被 忽视 的 选民 ”的 文章 中 ， 对 数学 家 提出 警告 : 


在 大 学 数学 系 和 中 学 数学 教研 窒 中 ， 剖 间 行 对 新 
生 的 数学 准备 有 所 抱怨 。 面 对 糟糕 的 事态 ， 大 学 教授 
往往 责怪 中 学 教师 ， 中 学 教师 又 依次 责怪 小 学 教师 。 
虽然 这 个 责怪 的 线性 模型 可 能 使 处 于 最 王 层 的 那些 人 


感到 舒服 ， 但 一 个 往 环 的 模型 (责怪 所 有 人 ) 则 
好 地 反映 现 袜 ， 因 为 初级 教师 就 是 抱 息 新 生 的 同 
些 大 学 教授 “培养 ”出 来 的 。 


我 迫 团 希 望 我 的 数学 同事 们 阅读 亨 格 福特 的 许多 特别 
且 参 照 实行 。 


会 更 
样 一 


建议 ， 并 


在 1991 年 《大 学 数学 教育 》 中 J.R.C. 莱 北 尔 注意 到 “小 
学 教师 的 数学 准备 或 许 是 我 国 整个 数学 教育 系统 最 薄弱 的 环 


节 。” 然 而 ， 欧 洲 的 数学 家 们 有 着 参与 大 学 前 教育 的 长 期 传统 。 
作为 例子 ， 我 举凡 个 所 有 数学 家 都 熟悉 的 名 字 : 4.N. 柯 尔 莫 
哥 洛 夫 ， 菲 力克 斯 - 克 莱 因 ， 戴 维 * 希 尔 伯 特 ， 杰 克 阿 达 玛 ， 


和 史 带 芬 ' 巴 纳 赫 。 
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我 们 能 做 的 最 起 码 的 事情 ,是 开 .一 个 为 期 一 年 的 课程 。 从 
高 观点 的 算术 开始 ， 最 终 达 到 微 积 分 基础 。 这 个 课程 将 给 予 各 
级 未 来 教师 以 确 观 察 事 物 相 万 关系 的 能 力 ， 从 而 丰富 他 介 玖 ] 
教学 ， 并 帮助 他 们 评价 改革 与 教材 。 此 外 ， 这 个 材料 应 当 既 基 
本 又 漂亮 ,使得 其 他 学 生 也 可 使 用 。 

但 是 ， 重 要 的 不 只 是 教 的 内 容 。 介 绍 凡 容 的 方法 更 是 关键 
性 的 ， 因 为 教师 们 将 会 按 他 们 被 教 的 方法 去 教 。 这 就 意味 着 ， 
指导 教师 不 仪 要 讲课 ,而 且 在 适当 时 候 要 采用 其 他 手段 如 合作 
学 习 和 其 他 方法 . 

我 们 已 经 开 了 为 工商 专业 学 生 和 工程 十 设计 的 课程 。 是 我 
们 适应 未 来 教师 需要 的 时 候 了 。 

未 来 教师 教育 的 特殊 方面 ， 提 出 了 - -个 更 一 般 的 问题 。 

未 来 教师 的 专业 准备 

在 许多 国家 ， 未 来 教师 要 参加 一 个 教学 项 目 ， 一 年 之 后 获 
得 - -个 证 书 ; 该 证 书证 明 它 的 拥有 者 们 是 下 述 意 义 的 “专家 ”， 
邯 他 们 能 够 比 没有 证 蔬 的 一 般 人 教 得 更 好 。 然 押 ， 大 量 实验 卖 
明 ， 一般 教师 也 能 在 谍 党 里 教 得 限 有 证 书 的 教师 一 样 地 好 。 

L. 詹 宁 斯 ，S, 乔治 ， 和 A. 谢 尔 在 他 们 所 写 《 专 业 的 教学 
特长 : 是 事实 还 是 神话 》 一 书 中 斯 言 ,“ 至 少 对 小 学 教师 而 言 ， 
在 专业 准备 的 数量 和 教学 效果 之 间 ， 没 有 或 极 少 有 联系 。 不 
错 ， 调 查 显示 ， 不 同 教师 的 教学 效果 确 有 了 明显 的 差别 ， 但 这 些 
差别 似乎 与 专业 准备 无 关 。 这 些 反 差 似乎 由 自然 出 现 的 差别 所 
也 们 ] 的 论据 是 无 可 辩驳 的 。 它 部 分 地 基于 受 控 实验 ,在 这 
些 实验 中 ， 有 证 书 的 教师 和 一 般 教师 教 同 祥 的 课程 。 它 也 基于 
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受 雇 人 人 ] 的 业绩 ， 因 为 没有 足够 的 持 证 教师 ， 以 及 根据 他 们 对 
课程 内 容 的 掌握 而 被 授予 证 书 的 人 们 。 因 此 ,作者 们 建议 ， 
“适合 于 小 学 任教 的 主要 要 求 ， 应 当 是 使 学 生成 绩 出 现 大 幅度 
提高 的 能 力 。” 

这 就 意味 着 ,证 书 的 授予 应 当 根 据 业 绩 ， 币 不 是 根据 所 学 
课程 的 数量 。“ 没 有 别 的 朗 求 能 有 效 地 预示 成 功 。” 这 样 一 个 准 
则 将 使 教学 同 诸如 行医 之 类 的 职业 一 黎 ， 都 需要 细心 监察 的 训 
练 。 


学 校 
最 后 ,我 要 谈 到 学 校 。《 学 习 的 空白 区 》 有 许多 建议 , 劝 
导 我 们 的 学 校 借鉴 例如 日 本 的 学 校 。 它 的 最 重要 的 建议 是 ， 
“减轻 小 学 教师 的 教学 负担 。 教 师 们 若 没 有 足够 的 时 间 备 课 ， 
课外 做 个 别 学 生 的 工作 ， 以 及 通过 相互 交流 和 与 校长 交流 以 完 
善 他 们 的 教学 实践 ， 将 难以 ， 如 果 不 是 不 可 能 的 话 ， 改 变 儿 童 
们 在 学 校 所 学 的 东西 
这 样 一 个 改变 ， 可 能 需要 增加 税收 ， 以 支持 我 们 的 学 校 。 
不 幸 的 是 ， 税 收 已 成 为 -~ 个 谈话 制动器 ， 虽 然 和 别 的 工业 国家 
比较 ， 我 们 并 没有 过 重 的 赋税 。 我 们 的 学 校 是 最 后 一 个 省 钱 的 
地 方 。 在 这 方面 短期 的 省 钱 ， 将 会 导致 今后 长 期 的 费 钱 。 居 住 
在 我 们 的 监狱 和 看 守 所 中 的 150 万 人 里 面 ， 有 85% 没 有 中 学 毕 
业 ， 应 该 唤起 某 种 反思 。 一 个 强 有 力 的 学 校 系 统 ， 意 味 着 更 高 
级 的 劳动 力 ， 转 过 来 又 能 纳税 ， 而 且 不 大 可 能 需要 福利 。 
非常 奇怪 ， 一 个 国家 可 以 花 至 少 200 美元 从 第 二 十 九 届 超 
级 保龄球 赛 的 70 000 张 票 中 买 一 张 票 ， 可 以 花 1 600 万 美元 买 
16 000 张 标 现场 观看 泰 森 一 一 麦克 尼 利 养 击 比赛 ， 花 6 500 万 
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美元 看 这 场 比赛 的 电视 转播 (152 万 台电 视 机 ， 每 台 平均 费用 
和 4 美元 )， 却 缺乏 支持 它 的 学 校 的 财力 。 或 许 我 们 应 该 间 问 自 
己 ，“ 重 要 的 是 什么 ?” 如 时 我 们 不 同 ， 那 么 ， 就 像 只 会 抱怨 的 
数学 教授 - - 样 ， 我 们 应 该 停止 对 我 们 学 校 的 批评 。 
接受 数学 的 分 裂 特 性 

我 最 后 的 建议 可 能 是 本 章 中 惟一 的 新 鲜 建 议 。 但 是 ， 它 是 
如 此 明显 ， 以 致 我 敢 肯 定 我 不 是 作 此 建议 的 第 一 人 。 
在 基础 与 理解 之 间 ， 在 常规 计算 与 避 钳 思考 之 局 的 战斗 ， 
已 经 在 数学 教育 中 持续 了 一 个 世纪 。 不 只 一 次 的 改革 者 承诺 要 
解决 这 场 争端 ， 但 都 失败 了 。 
可 能 只 有 一 种 办 法 一 劳 永 逸 地 解决 这 个 问题 。 不 再 继续 这 
场 旷 日 持久 的 战斗 ， 而 是 利用 数学 的 两 重 性 。 应 当 有 一 门 课 专 
事 计 算 ， 有 一- 门 课 专 事 概念 和 求解 问题 。 二 者 都 有 足够 的 内 
容 。 
计算 课 除 了 提供 计算 实习 之 外 ,还 将 包括 算盘 ， 计 算 尺 ， 
计算 器 ,计算 机 和 心算 。 概 念 课 将 展现 诸如 分 数 概念 有 站- 进 制 
记 数 法 的 基本 思想 ， 这 些 思想 的 历史 和 非常 规 问题 的 求解 ， 以 
及 书面 和 口头 进行 数学 交流 的 技能 。 通 过 这 样 的 划分 ， 基 础 或 
概念 都 不 会 压 过 另 一 方 。 

如 果 没 有 足够 的 合格 教师 来 担任 “概念 ” 课 ， 那 么 可 以 雇 
用 冷战 结束 后 流亡 的 某 些 工程 师 和 科学 家 。 可 能 不 得 不 付 给 他 
们 岂 较 高 的 工资 ， 这 会 刺激 别 的 教师 ， 但 这 些 教师 也 会 不 得 不 
适应 。 在 我 的 校园 里 ， 工 程 ， 法 学 ， 医 学 和 经 济 学 教授 比 其 他 
教 帅 的 工资 闯 高 ， 但 余下 的 我 们 这 些 入 已 经 学 会 在 不 平等 中 4 
活 。 


进 
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把 这 个 建议 付 诸 实施 可 能 需要 时 间 。 但 是 ， 对 比 表 明 ， 其 
他 建议 比较 简单 ， 明 日 即 可 实行 。 没 有 必要 等 待 和 观望 改革 运 
动 的 最 新 努力 结果 如 何 。 同 时 ， 我 们 每 个 人 能 做 的 事情 都 很 多 。 
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第 二 篇 ”从 中 学 到 幼儿 园 


第 十 四 章 ”怎样 阅读 数学 


我 天 党 创 训 报 经 ， 先 看 体育 部 分 ， 然 奉 是 天 气 ， 和 
兰 德 斯 专栏 ， 最 后 看 前 面部 分 ， 甚 至 前 面部 分 我 也 是 ; 
八大， 国光 要 的 林 闻 信 各 说 世 味 ， 克 而 六 让 让 最 
殉 。 于 不 是 冯 问 数学 的 训 法 。 此 本 按 作 者 总 图 的 方 同 阅读 


纸 ,杂志 


的 电 让 . 估 成 为 一 位 积极 估 
与 者 ,实际 是 成 为 一 位 合作 者 。 它 不 只是- -个 阅读 得 比 平常 受 
慢 和 同一 页 多 读 儿 议 的 问题 。 它 是 一 个 警 儿 和 疑心 ， 不 让 什么 
东西 轻易 溜 掉 的 问题 。 什 么 都 不 能 遗漏 。 恋 者 应 当 像 作 者 … 举 
辛勤 地 工作 。 

可 以 从 另外 一 个 角度 来 看 阅读 数学 的 和 要求。 作者 试图 
会 使 逐 辑 清晰 的 间 语 。 以 适应 许多 有 着 不 同 思维 方式 的 读 …- 
而 另 一 方面 ， 读 者 必定 只 是 面 对 一 人 ， 即 作者 。 双 方 都 必须 纷 


选择 
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瘦 积 极 的 角色 。 在 这 种 意义 下 ， 数 学 又 是 一 个 动词 ， 而 不 只 是 
个 名 词 。 

简单 地 说 ， 读 者 应 当 核实 每 一 步 都 是 清楚 的 ， 停 下 来 画 欠 
缺 的 图 形 ,检验 计 算 ， 构 造 例 子 以 说 明 作 者 所 作 的 菜 一 论断 。 
日 常生 活 中 的 体验 与 之 最 接近 的 不 是 阅读 报纸 。 它 倒 有 点 像 两 
个 人 踢 口 袋 ， 按 商标 名 也 叫 霍 克 袋 。 目 的 是 让 -个 塞 得 满 满 的 
网 球 大 小 的 口袋 ， 保 持 运 动 而 不 用 手 触 磁 。 

我 赞成 专栏 作家 玛丽 琳 - 沃 斯 - 萨 范 特 给 一 位 读者 的 建议 。 
这 位 读者 写 道 ,“ 我 硬是 记 不 住 代数 。 你 有 什么 建议 吗 ?” 她 回 
答 ,“ 买 … 本 最 基本 的 中 学 代数 书 ， 从 头 开始 一 直 研 习 到 底 。 
除了 应 用 公式 之 外 ， 通 过 问题 学 习 推理 …… 

“为 什么 这 么 多 人 对 数学 有 困难 呢 ? 因为 数学 的 研习 要 求 
完全 精确 。 在 前 进 的 每 一 步 中 ， 严 密 注意 最 小 的 细节 是 绝对 必 
要 的 。 

但 是 ， 这 不 仅 对 阅读 数学 而 言 是 正确 的 。 它 适用 于 木工 ， 
网 球 ， 唱 要 E 够 做 好 或 做 坏 的 几乎 任何 活动 。 

在 报纸 和 数学 之 间 还 有 另外 一 个 对 比 。 数 学 是 以 精练 ， 简 
明 的 文体 写成 的 。 报 纸 有 一 定 的 松散 度 和 多 余 词 语 。 你 可 以 出 
去 一 些 词语 ， 但 仍然 能 够 理解 一 个 句子 。 作 为 一 个 例子 ， 上述 
三 名 话 可 以 缩短 为 , “数学 是 精练 的 。 报 纸 有 多 余 词 语 。 你 可 
以 删 去 一 些 词语 ， 但 仍然 理解 一 个 句子 。 

甚至 有 可 能 从 通常 写法 的 词 中 删 去 一 些 字母 ， 仍 然 明 白 它 
的 意思 。 如 果 我 说 [ had bkfst，Inch and dnr today《 其 中 bkfst， 
Inch，dnr 分 别 是 breakfast，lunch ，dinner 的 缩写 ， 所 以 全 名 的 
中 译文 是 “今天 我 吃 过 早餐 ， 午 餐 和 晚餐 ”一 一 译注 )， 读 者 
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就 会 知道 我 没有 挨 饿 。 类 似 地 ， 个 人 执照 “TRTH SKR” 也 容 
易 译 解 。( 它 是 “turth seeker (真理 追求 者 )” 去 掉 元 音 。) 在 数 
学 中 , 每 个 符 写 都 有 作用 。 下 面 五 个 陈述 说 的 都 是 同 -- 件 事 
情 。 第 一 个 陈述 是 平常 的 说 法 。 第 五 个 是 数学 说 法 。 中 间 三 个 
陈述 ， 表 明 从 慢 条 斯 理 的 宛 长 的 第 一 个 到 商业 式 的 精练 的 最 后 
一 个 的 逐步 转换 。 

人 三 是 这 样 - -个 正 数 ， 当 你 将 它 自 乘 时 得 九 。 

全 三 是 平方 等 于 九 的 正 数 。 

全 3 是 平方 等 于 9 的 正 数 。 

全 3 是 9 的 下 平方 根 。 

人 3=Y9。 

试 将 第 五 个 句子 与 第 一 个 句子 比较 。 左 最 后 - 句 中 ， 没 有 
一 个 符号 可 以 省 去 。 (顺便 说 说 ,平方 根 符 号 Vw ”可 能 来 自 贺 
点 。 几 百年 前 , 9 的 平方 根 像 是 写成 .9。 有 人 认为 这 个 符号 是 
栈 形 的 r*， 表 示 “mot 〈 根 )"， 但 没有 证 据 支 持 这 个 信条 。) 作 
为 练习 ,我们 指出 ，v36 = 6，v 物 =7。 在 这 两 种 情况 下 ， 平 
方 根 都 是 方便 的 数 。 但 是 ， 一 个 平方 根 不 一 定 会 这 样 好 。 例 
如 ，4 的 平方 根 介 于 6 和 7 了 之 癌 。 我 六 请 读者 或 动手 试 算 ,， 或 
用 计算 器 ， 估 计 v 和 到 若干 位 小 数 。 

为 了 确信 我 的 论点 是 清楚 的 ， 我 将 举 另 一 个 例子 ， 以 平常 
说 法 开始 ， 而 后 以 简明 的 数学 语言 告终 。 

全 当 你 将 一 个 介 于 0 和 上 之 间 的 数 自 乘 时 ， 你 会 得 到 一 个 

小 于 该 数 的 数 。 
人 一 个 介 于 0 和 1 之 同 的 数 的 平方 小 于 该 数 。 
公车 r 是 一 个 介 于 0 和 1 之 间 的 数 ， 则 小 于 


已 
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会 若 0<r<1, 则 己 <r 
(最 后 这 个 说 法 使 用 了 符号 < 、 它 是 “小 于 ”的 简 记 。”) 
在 第 四 个 精练 至 极 的 句子 中 ， 读 者 遗漏 任何 :个 符号 都 会 
和 弄 不 懂 原 意 。 它 不 适当 于 快 读 。 相 反 ， 它 要 求 刘 读 。 负 然 它 比 
第 一 个 句子 简短 得 多 ， 但 说 的 是 同一 件 事情 。 读 者 点 当 朋 0 和 
1 之 间 的 蒜 数 ， 比 方 说 0.7， 作 个 试验 ， 以 检验 它 的 合理 性 。 
0.7 的 平方 是 0.49， 的 确 小 于 0.7。 进 行 个 鹤 难 . 既 提 
供 一 个 额外 的 记忆 提示 ， 又 提供 一 个 “减速 装置 ", 使 读者 放 
慢 到 适宜 于 阅读 数学 语言 的 速度 。 自 言 自 语 或 高 声 朗读 每 一 个 
等 七 ， 也 有 问 样 的 效果 。 
在 第 二 五 章 中 ， 我 要 用 自然 数 这 个 术语 。 为 了 肯 完 我 们 大 
家 痢 一 致 认为 亡 的 含意 是 什么 ， 我 将 停 下 来 予以 定义 。 一 个 自 


然 数 就 是 我 们 数 (shfi) 数 时 使 用 的 数 1，2，3，4，5， 中 
的 任何 -个 。 有 的 人 其 全 也 把 0 包括 在 内 ,因为 ” -开始 什么 
部 没 有 。” 


整数 比 自然 数 更 为 一 般 。 它 或 为 自然 数 , 或 为 0， 或 为 自 
然 数 的 负数 。 在 下 面 床 示 数 直 线 的 图 线 中 ， 整 数 以 等 距离 的 
标志 表示 。 门 然 数 是 位 于 0 右边 的 整数 ， 古 正 整 数 。 负 整数 位 
士 0 的 左边 。 零 本 身 既 非 正 数 ， 也 非 负 数 。 

负 整 数 | 自然 数 


< | 


+t + 二 十 
"5-4-3-2-l10 1 23 45 .67 8 


< 一 一 整数 一 和 
下 面 是 我 们 将 要 使 用 的 几 个 词语 的 简明 定义 。 今 后 我 们 还 
会 扩充 这 张 表 。 
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词语 或 符号 


意 义 


V 入 


1 


央 攻 7 


自然 
整 


小 于 
大 于 
等 于 
近似 于 
平方 根 
1，2，3，4，5，… 
-4, -3, -2, —1, 0, 1, 2, 3, 


数学 不 是 惟一 必须 逐 字 逐 句 逐 个 符号 阅读 的 文字 。 其 他 例 
子 有 ,一 种 杀 虫 剂 的 警告 ， 一 种 肉 守 菜 汤 的 烹 必 法， 甚至 一 本 
电子 学 手册 。 我 们 必须 换 上 慢 档 , 议 求 了 解 重要 的 细节 。 阅 读 
每 天 的 报纸 不 能 培养 这 样 的 正确 速度 ， 耐 性 和 细心 。 


还 有 一 个 建议 。 


特别 注意 定义 。 抄 写 定义 会 使 你 集中 注 


意 力 ， 并 有 助 于 你 记 住 它们 。 
我 记得 有 一 个 数学 方面 的 研究 生 ， 他 说 过 ,“ 当 我 阅读 叶 ， 


我 打算 略 过 细节 ， 而 把 注意 力 集中 在 思想 观点 上 。 以 后 我 会 回 
过 头 来 汗 补 这 些 步 骤 。” 两 年 之 后 他 告诉 我 ， 他 什么 也 没 学 到 。 


为 在 事情 的 真相 与 


注重 细节 ， 然 后 把 各 个 片段 妆 拢 到 一 起 。 


阅读 数学 要 慢 ， 


述 。 第 二 次 从 头 到 尾 ， 把 所 有 的 内 容 拢 在 一 起 。 即 使 你 不 习惯 


大 思想 观点 之 间 保 持平 衡 ， 读 者 应 当 首先 


逐 字 逐 名 逐个 符号 地 读 ， 并 检验 每 一 个 陈 


这 种 阅读 方法 ， 你 会 发 现 ， 通 过 实习 ， 它 会 成 为 十 分 自然 的 


事 。 记 住 下 面 这 些 话 ; 


ED 
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在 这 么 多 年 之 后 
奶奶 的 英语 仍然 不 好 ， 
她 的 口音 浓重 。 

她 理解 ， 她 被 理解 。 

她 勉强 过 得 去 ， 这 就 够 了 。 


我 像 她 一 样 : 
我 会 撞 灯 泡 ， 

孝 鸡 蛋 ， 

系 鞋 带 。 

我 停止 在 那里 。 

为 什么 不 给 房子 装 电线 ， 
堵 面 包 ， 

学 习 打 结 

以 束 紧 帆布 


为 什么 我 会 安子 现状 
低估 自己 ? 


我 能 跳 多 高 ?7 
能 击 什么 样 的 好 球 
或 作 一 幅 多 好 的 水 彩 画 了 


假如 我 生长 在 中 国 ， 
我 就 会 说 汉语 。 
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第 十 五 章 给 你 一 个 阅读 数学 (不 是 汉 庄 ) 的 实习 机 会 。 


第 十 五 章 ”你 永远 不 会 见 到 大 数 


一 天 ,《 了 萨克拉门托 密 蜂 报 》 的 一 位 记者 打 来 电话 ， 问 我 ， 
“在 加 利 福 尼 亚 的 预算 中 有 80 亿美 元 的 赤字 。 有 没有 什么 办 法 
帮助 读者 感受 80 亿 到 底 是 多 少 ?” 

“ 噢 ， 那 就 好 像 400 000 工人 ， 每 人 挣 20 000 美元 。 

“ 太 抽象 。 

“那么 这 样 来 看 行 不 行 : 用 80 亿 张 -美元 的 钞票 你 能 覆 
盖 旧 金山 的 多 大 部 分 ?” 

“这 样 会 更 具体 。” 

“我 会 把 它 算出 来 ， 然 后 给 你 回电 话 。 

我 知道 旧金山 大 致 是 一 个 正方 形 ， 每 边 长 7 哩 ， 因 此 它 的 
面积 大 约 是 7x7 = 49 平方 中。 接着 我 量 一 美元 的 钞票 ， 其 结 
果 是 6 14 叶 乘 2 8 时。 再 把 这 两 个 数 变 为 小 数 6.25 和 2.625 
之 后 ， 我 启动 我 的 计算 器 ， 算 出 覆盖 这 个 城市 大 约 需要 120 亿 , 
张 一 美元 的 钞票 。 因 此 ，80 亿 只 能 覆盖 旧金山 的 大 约 三 分 之 
二 。 但 是 ， 用 它 恬 盖 整 个 曼哈顿 岛 ， 或 更 恰当 地 说 ， 覆 盖 萨 克 
拉 门 托 本 身 还 有 多 。 当 我 们 作 这 一 计算 时 ， 注 意 到 下 述 情形 或 
许 会 有 用 处 : 5 万 亿美 元 的 国债 可 以 覆盖 整个 佛蒙特 州 和 新 罕 
布什 尔 州 ， 剩 余部 分 还 可 满足 纽约 市 、 芝 加 车 、 洛 杉 矶 和 你 挑 
选 的 其 他 几 个 城市 的 需要 。 
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所 以 ， 在 我 们 每 天 从 报章 上 看 到 的 数 中 ， 十 亿 或 者 万 亿 似 
乎 是 很 大 很 人 的 。 即 使 当 我 们 读 到 一 个 公司 买 下 的 全 部 产权 ， 
一 场地 震 的 损失 ,或 一 艘 潜水 艇 的 造价 时 ， 我 们 见 到 这 些 数 
字 , 但 它们 还 是 超出 了 我 们 的 理解 力 。 

我 愿意 把 10 亿美 元 想 作 “大 约 32 000 工 人 ,每 人 挣 32 000 
美元 "。 这 样 就 把 它 降 到 了 人 们 能 理解 的 范围 ， 但 仍 保持 同样 
大 小 。 按 照 此 法 理解 ，100 万 美元 只 不 过 是 1 000 工人 , 每 人 
挣 1 000 美元 。 

无 论 如 何 , 十 亿 (1 000 000 000) 和 一 方 亿 
(1 000 000 000 000) 搁 有 太 多 的 零 ， 以 致 难以 读 认 。 比 较 容易 
的 记 法 是 告诉 人 们 ， 你 必须 将 10 自 乘 多 少 次 ， 才 能 得 到 这 样 
一 个 数 。 十 亿 有 九 个 零 ， 是 九 个 10 的 乘积 , 即 10 x 10 x 10 x 
10x10x 10x 10x 10x 10， 写作 18 ( 读 作 “十 的 九 次 方 ")。 
因为 一 万 亿 有 12 个 零 ， 它 被 写作 102。 这 个 所 谓 指数 记 法 的 
优点 是 简洁 ， 而 其 缺点 是 隐藏 了 这 个 数 真 正 的 大 小 ， 困 为 我 们 
再 也 看 不 到 一 长 串 零 。 

当 我 正 撰写 这 一 章 时 ,我 的 6 岁 孙 女 海 莱 娜 边 喊 边 | 同 ， 
“一 十 戈 尔 (googpl，101% 一 译注 ) 是 多 少 ?” 原 来 它 紧 挨 着 
词典 中 定义 的 最 大 数 。 它 是 1 后 面 跟 一 百 个 等 。 它 第 一 次 出 现 
于 爱德华 卡 斯 勒 和 詹姆斯 ' 纽 受 1940 年 所 号 的 书 《 数 学 和 想 
象 力 》 中 。 这 个 名 称 来 自 卡 斯 勒 的 9 岁 的 侄子 。“ 古 戈 尔 普 利 
克 斯 ”的 名 称 也 是 如 此 ， 它 是 1 后 面 跟 10% 个 零 ， 词 典 中 最 大 
的 数 。 虽 然 它 看 似 非 常 之 大 ， 但 数学 家 在 他 们 关于 自然 数 性 质 
的 研究 中 已 经 遇 到 更 大 得 多 的 数 。 

回 洲 到 公元 前 3 世纪 ， 阿 基 米 德 针 对 一 个 数 是 否 如 此 之 大 
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以 致 成 为 无 穷 的 问题 写 道 : 


包括 金 -吉隆 在 内 的 某 些 人 认为 沙 粒 数 是 无 穷 的 ; 
我 说 的 沙 ， 不 仅 是 指 锡 拉 库 扎 附近 和 西西 里 其 他 地 方 
存在 的 沙 ， 而 且 也 指 在 每 一 个 有 人 或 元 人 区 域 发 现 的 
沙 - …… 但 是 我 将 力图 向 体 证 明 ， 由 我 命名 的 数 的 数 
目 不 仅 大 大 超过 克 满 地 球 的 沙 粒 数 ， 而 且 甚 至 超过 充 
满 整 个 字 宙 的 沙 粒 数 。 


阿 基 洲 德 假设 一 粒 沙子 像 -- 频 野 栗 种 子 那么 人 小 ， 

直径 至 多 为 地 球 的 一 万 倍 大 ， 他 断言 ， 在 宇宙 中 存在 的 沙 
多 于 10 和 粒 。 
我 确信 ， 我 们 部 会 一 至 认为 ， 一 百 万 ， 十 亿 和 万 亿 
数 , 刊 1 得 10 是 小 数 。 关 100 入 1000， 我 们 可 能 就 不 
一 伊 。 这 就 提出 一 个 有 起 的 问题 ，“ 小 数目 J: 何 述 ， 大 数 
何 处 ?” 我 拒 这 个 问题 留 坎 雇 。 


它 实 际 是 - -个 小 数 。 我 将 走 得 更 远 ， 帝 至 它 
的 大 数 ， 永 远 不 会 见 到 。 当 
特别 在 注意 到 5 万 亿美 元 能 够 履 盖 两 个 州 之 后 


为 了 说 明 我 何 所 指 ， 我 将 叙述 一 个 简单 的 单 人 游戏 ， 


纸 ， 铅 笔 和 自然 数 1，2，3，4，…… 就 可 以 玩 。 如 我 在 
林 解 释 的 ， 这 个 游戏 在 数学 中 有 着 严肃 的 含意 。 

取出 -个 自然 数 。 如 果 它 恰好 有 两 个 人 不同 
1， 它 就 被 称 为 素数 。 例如， 前 几 个 素数 足 2，3，5，?7， 


TT 


字 宙 的 


子 不 
是 大 


全 部 
起 于 


然而 ， 结 果 是 ， 存 数学 中 ， 些 至 一 丘 亿 也 是 微 在 足 道 的 - 
ji， 没 人 于 过 上 真正 
， 我 最 好 为 这 一 断言 近 供 依据 ， 


用 
本 章 


的 因 - 斑 ， 本 身 和 
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13，17，19 和 23。 从 2 开始 的 每 -个 自然 数 ， 或 者 是 个 素 
数 ， 或 者 有 恰好 一 种 方式 表示 为 些 素 数 的 苇 积 。 (注意 ,1 
不 是 素数 ， 因 为 它 只 有 一 个 因子 ， 即 它 本 身 。) 
注意 ， 从 2 开始 的 任何 自然 数 ， 或 者 是 一 个 素数 ， 或 者 是 
偶数 个 素数 的 乘积 ,或 者 是 奇数 个 素数 的 冬 积 。 例 如 。， 
15=3x5 
是 两 个 素数 ， 因 而 是 偶数 个 素数 的 乘积 。 我 们 称 一 个 自然 数 为 偶 
积 ， 如 果 它 是 偶数 个 素数 的 乘积 。 因 此 ，15 是 一 个 偶 积 。 但 是 ， 
30=2x3x5 
是 三 个 素数 ， 因 而 是 奇数 个 素数 的 乘积 。 我 们 称 这 样 一 个 自然 数 
为 奇 积 。 我 们 也 将 把 每 个 素数 看 作 一 个 奇 积 ， 因 为 我 们 可 以 视 之 
为 只 是 一 个 素数 的 “乘积 ,而 1 是 奇数 。 例 如 ，11 和 鸭 都 是 奇 
积 。 称 1 这 个 数 为 偶 积 〈 因 鸭 它 包含 0 个 素数 ,而 0 是 全 败 )。 
现在 ， 把 自然 数 分 为 两 队 : 奇 积 队 和 偶 积 队 。 下 面 这 张 表 
展示 ,从 1 到 15， 哪 些 是 奇 积 。 哪些 是 偶 积 。 


数 1 2 3 村 5 6 7 
因子 分 解 一 素数 素数 2x2 素数 2x3 素数 
判定 侦 积 奇 积 奇 积 偶 积 奇 积 ”人 偶 积 ” 奇 积 


数 8 9 10 1 PDP 13 14 15 
因子 分 解 2x 2x23x3 2x5 素数 2x2x3 素数 2x7 3x5 
判定 奇 积 侦 积 偶 积 奇 积 奇 积 奇 积 偶 积 偶 积 
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直到 15 为止， 有 8 个 奇 积 ， 但 只 有 7 个 倘 积 。 设 想 奇 积 
队 和 偶 积 了 之 间 的 - 场 比赛 我 们 5 以 说 ， 奇 积 队 以 8 比 7 的 比 
分 领先 。- 开始 ， 偶 各 从 乔 时 以 1 比 0 领先 ， 因 为 1 居 一 个 偶 积 。 
但 是 ， 奇 税 从 贿 即 所 了 上 来 ， 到 3 为止， 友 以 2 比 1 领先 。 

然后 , 4=2x2， 一 个 偶 积 来 到 ， 比 分 变 为 2 比 2， 打 成 平 
局 。 然 后 ， 由 于 5， 奇 积 队 又 走 在 前 面 , 比分 是 3 比 2。 但 是 ， 
随 着 一 个 偶 积 6=2 x 3 的 来 到 ， 偶 积 队 再 次 追 上 。 此 时 ， 奇 积 
队 和 偶 积 队 的 得 分 都 是 3。 但 是 ，7 接 吗 而 来 . 奇 积 队 走 到 了 
前 面 ， 以 4 比 3 领先 。 

这 就 提出 一 个 问题 : 除了 开始 暂时 领先 之 外 ， 侦 积 队 还 会 
有 领先 于 奇 积 队 的 时 候 吗 ?G. 波 利 亚 (1887 一 1985) 于 1919 
年 提出 这 个 问题 ， 市 且 验 证 了 ， 至 少 到 1 500 为 止 ， 侦 积 队 不 
会 领先 。R. 莱 曼 验证 了 ， 直 到 1 000 000 万 ， 偶 积 队 不 会 领 
先 。 这 个 事实 可 能 让 我 们 相信 ， 偶 积 队 永远 不 会 领先 。 毕 竞 ， 
一 百 万 看 似 一 个 很 大 的 数 。 
出 人 意料 。 莱 曼 在 1960 年 指出 ， 如 果 你 把 这 个 游戏 继续 
做 下 去 ， 直 做 到 数 906 180 359, 几 乎 是 10 亿 ， 那 时 偶 积 队 将 领 
先 于 奇 积 队 工分 。1980 年 ，M. 塔 纳 卡 指出 ， 第 一 次 出 现 这 种 
情况 是 在 906 150 257 处 。 

因此 ， 一 个 试验 即使 进行 到 一 百 万 ， 也 可 能 使 人 作出 错误 
的 结论 。 如 果 你 意识 到 ， 自 然 数 一 个 接 一 个 ， 永 无 休止 ， 那 前 
面 的 一 百 万 ， 或 十 亿 ， 甚 至 一 万 亿 个 数 ， 实 际 上 是 - -个 非常 之 
小 的 样本 。 它 们 只 构成 自然 数 无 穷 线 条 上 可 以 看 到 的 前 面 一 
段 。 


毫 无 问题 ， 可 以 说 ， 我 们 能 见 到 的 任何 自然 数 ， 或 者 说 我 
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们 能 写 出 的 任何 数 ， 甚至 带 有 长 达 一 哩 的 -: 串 零 ， 都 基 微 小 的 
十 自然 数 的 真理 ， 存 在 于 数 的 王国 , “路途 遥远 "， 大 大 
验 的 极限 。 甚 至 “ 利 钟 完成 十 亿 次 运算 的 计算 机 
也 只 是 运作 我 人 能 见 到 的 一 小 部 分 自然 数 ， 
现在 ,让 我 们 来 玩 田 -个 游戏 ， 它 是 前 ~- 个 游戏 的 变种 
是 F. 默 顿 凑 (1840 一 1927) 在 1897 年 发 明 的 。 它 向 人 们 提供 
些 至 更 加 鲜明 的 告诫 ， 芝 警惕 微小 的 数 。 

有 些 数 是 几 个 素数 的 乘积 ， 共 中 每 个 素数 至 多 出 现 -次 。 
描述 这 些 数 的 男方 式 是 说 ， 门 不 能 被 大 于 1 的 剑 科 平方 
数 整 除 。” 这 种 数 的 四 个 例子 是 2，15，165 乎 ] 858， 因 为 

2=2, 15=3x5, 165=3x5xll, 858=2x3x11x13。 
注意 ， 每 个 素数 都 属于 这 种 类 型 

在 其 他 数 中 ， 至 少 有 一 个 素数 因子 重复 出 现 。4，45 和 
是 这 种 数 的 例子 ， 因 为 

4=2x2, 45=3x3x5, 27=3x3x3。 
我 们 不 去 注意 第 二 类 数 。 可 了 以 这 么 说 ， 我 们 拒 它们 抛 在 边 。 
我 们 将 只 看 第 -类 自然 数 ， 其 中 每 个 素数 因 了 恰好 出 钢 -次 。 
我 们 称 这 类 数 为 $ 数 ， 其 中 S 表示 “Special (特殊 的 )” 或 
“Square - free《 无 平方 的 )”。 我 们 将 把 1 作为 特例 包括 在 内 。 
这 里 是 直到 30 的 S 数 及 其 因子 分 解 表 : 


S 数 1 2 3 5 6 7 1I0 11 13 
因子 分 解 一 一 素数 素数 素数 2x3 素数 2x5 素数 素数 
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5 数 4 151713 2 2 3 % 2 30 
因子 分 解 2x7 3x5 素 数 素 数 3x7 2x11 案 数 2x 13 素数 2x3x5 


为 了 体验 对 S 数 的 感觉 ， 你 亲自 对 此 进行 检验 ， 然 后 继续 往 下 
写 ， 不 失 为 一 个 好 主意 。 

个 $ 数 ， 或 为 一 奇 积 ， 或 为 一 侦 积 。 我 们 将 分 别称 之 为 
5 奇 积 和 S$ 侦 积 。 这 个 游戏 涉及 这 两 种 数 ， 但 它 间 我 们 的 第 一 
个 游戏 完全 不 同 。 

这 次 ， 我 们 取出 一 个 自然 数 ， 称 之 为 n， 因 为 没有 更 好 的 
名 称 。 然 后 我 们 看 直到 n 有 多 少 个 $ 奇 积 ， 以 及 直到 mn 有 多 少 
个 S 偶 积 。 最 后 ， 我 们 求 出 这 两 个 合计 数 之 差 。 

为 了 确信 我 的 交代 是 清楚 的 ， 让 我 们 来 看 数 n 为 30 的 情 
形 。 直 到 30，S 奇 积 是 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,，30o 
因此 有 11 个 $ 奇 积 。 不 大 于 30 的 $ 偶 积 是 

1. 6, 10, 14, 15, 21, 22， 26。 

有 8 个 $ 偶 积 小 于 或 等 于 30。 
因为 有 11 个 $ 奇 积 和 8 个 $ 偶 积 ， 所 以 在 这 种 情形 下 ， 
其 差 为 3， 不 是 很 大 。 由 此 我 们 指望 ， 对 任何 n，S 奇 积 的 数 
目 大 致 等 于 $ 侦 积 的 数量 。 换 句 话说， 我们 指望 ，S 奇 积 的 数 
目 和 Ss 侦 积 的 数目 之 差 ， 不 是 很 大 。 

跌 顿 斯 把 它们 之 差 同 n 的 平方 根 Yn 进 行 比较 。 (在 本 章 稍 
后 , 我 将 指出 ，wn 为 什么 在 这 里 重要 。) 例如 ， 当 nm 为 30 时 ， 
ma 的 平方根 约 为 5.5, 对 此 你 可 以 用 计算 嚣 进行 检验 。 所 以 ， 
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对 于 直到 30 的 S$ 数 ，S 奇 积 的 数目 与 $ 偶 积 的 数目 之 差 ， 小 于 
30 的 平方 根 ， 因 为 3 小 于 V30。 
不 用 多 久 就 可 看 到 ， 当 你 把 这 张 表 扩充 到 (比方 说 ) 65 
时 会 发 生 什么 情况 。 你 会 找到 20 个 不 超过 65 的 S 奇 积 和 20 
个 不 超过 65 的 $ 偶 积 。 在 这 种 情形 下 ， 差 为 0， 小 于 65 的 平 
方 根 ， 约 为 8.1。 因 此 ，$ 奇 积 与 $ 偶 积 这 两 种 数 的 数目 之 差 ， 
bb 小 于 我 们 算 到 为 止 的 那个 数 的 平方 根 ， 在 第 一 种 情形 下 是 到 
30 为 止 ， 在 第 二 种 情形 下 是 到 65 为 止 。 如 果 你 算 到 (比方 
说 ) 100 为 止 ， 你 会 找到 30 个 S 奇 积 和 31 个 S 偶 积 ， 甚 差 为 
1， 我 们 知道 它 的 确 小 于 100 的 平方 根 10。 
在 从 头 到 尾 作 类 似 计算 至 于 10 000 之 后 ， 默 顿 斯 结论 ， 
对 一 切 自 然 数 ， 这 个 差 “ 非 常 可 能 ”永远 小 于 相应 数 的 平方 
根 。( 他 对 哪 一 种 数 领先 不 感 兴趣 ， 其 结果 是 ， 每 一 种 数 都 有 
无 穷 次 领先 。) 
被 称 为 默 闫 斯 猜想 的 这 个 结论 ， 由 于 我 在 后 面 说 到 的 重要 
原因 ， 激 励 了 贯穿 本 世纪 的 大 量 研究 。 为 了 描写 新 的 发 现 ， 我 
将 引入 速记 符号 。 
首先 你 选 一 个 自然 数 n。 (我 们 先 选 了 30， 然 后 选 了 6 和 
100。》 然后 你 求 出 不 大 于 n 的 S$ 奇 积 的 数目 和 S 偶 积 的 数目 之 
差 。 简称 这 个 差 为 D(n), 我 们 读 作 “D n”。 正 如 我 们 已 知 ， 
D(30》 =3,D(65) = 0; 正 如 我 们 说 过 的 ，D(100) = +。 我 们 将 用 
二 这 个 符号 表示 “不 超过 ”， 或 换个 说 法 , “小 于 或 等 于 "。 用 
我 们 的 速记 法 ， 黑 顿 斯 猜想 为 ， 对 每 个 自然 数 n， 
D(m sno 
在 这 个 游戏 中 ， 比 赛 是 在 D(n) 和 yn 之 间 ， 而 不 是 在 S 偶 积 与 S 
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奇 积 之 间 进 行 。 

在 1897 年 至 1913 年 期 间 ，L. 况 : 斯 特 内 克 验 证 了 ， 从 头 
开始 -直到 5 000 000， 默 顿 斯 猜想 都 是 对 的 。 他 还 注意 到 甚至 
比 该 猜想 还 要 奇 坚 的 事情 。 对 于 每 -个 大 于 200 但 不 超过 
5 000 000 的 n，D(n) 其 至 还 小 于 n 的 平方 根 的 一 半 ， 即 


DC < 将。 
或 者 用 小 数 符号 表达 ，D(n) 和 0.3a。 因 此 ,自然 猜想 ， 对 一 
场 大 于 200 的 n， 此 式 成 立 。 但 是 ， 正 如 你 可 能 料 到 的 那样 
5 000 000 只 是 一 个 太 小 的 数 ， 以 致 斯 特 内 克 的 猜想 可 能 是 错误 
的 。 


1979 年 ,亨利 ,科恩 和 非 朗 梭 伊 斯 ' 德 雷 斯 对 所 有 直到 
7 800 000 000 的 n 计算 了 D(n), 发 现 当 n 为 7725 038 629 时 。 
D(n) 大 于 n 的 平方 根 的 一 半 。 因 此 ， 冯 :斯 特 内 克 的 猜想 是 错 
误 的 。 顺 便 说 一 句 ， 对 大 于 200 的 np， 这 是 D(n) 首 次 超过 0.5 
血 。 但 是 ， 他 们 没有 找到 违反 默 顿 斯 猜想 的 例子 ， 事 实 上 ， 对 
于 他 们 所 考虑 的 数 ，D(n) 不 大 于 0.6 Yn。 

但 是 , 这 个 故事 还 没有 完 。 虽然 默 顿 斯 猜想 对 于 直到 
7 725 038 628 妈 大约 80 亿 的 所 有 自然 数 得 到 了 验证 ， 但 最 终 它 
却 是 错 的 。 

1984 年 ，A.M. 奥 德 利兹 科 和 H.J. 特 * 里 尔 把 广泛 的 理论 
同 大 量 的 计算 结合 在 一 起 ， 证 明了 存在 无 穷 多 个 数 n 使 得 
D(n) 大 于 1.06 Yn。 如 果 你 想 知 道 一 个 使 默 顿 斯 猜想 失败 的 特 
定数 ， 我 感到 遗憾 ， 而 你 会 失望 。 奥 德 利兹 科 和 特 里 尔 说 ， 
我 们 的 证 明 是 间接 的 ， 不 能 产生 一 个 单独 的 nm 值 适 合 D(m) 大 
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十 mn。 事实 上 ， 我 们 推测 ， 小 于 102 或 者 甚至 小 于 10? 的 数 
中 ， 没 有 默 顿 斯 猜想 的 反例 。” 假 如 他 们 的 推测 是 正确 的 ， 那 


入 ， 甚 至 最 快 的 计算 机 在 我 们 的 有 生 : 


反例 。 


年 也 可 能 找 不 出 第 一 个 


但 是 ， 为 什么 说 我 们 玩 的 两 个 游戏 不 只 是 游戏 呢 ” 因 为 ， 
如 果 波 利 亚 的 猜想 或 默 顿 斯 儿 想 是 对 的 ， 那 么 ， 黎 曼 假 设 也 就 


得 到 证 实 。 


笋 受 假设 断言 ,平面 内 借助 于 微 积分 和 复数 定义 的 一 确定 
的 特殊 无 穷 点 集 ， 完 全 位 十 一 确定 直线 上 。 虽 然 黎 曼 在 1859 
年 就 提出 了 这 个 癌 题 ， 但 仍然 不 知 它 是 对 是 错 。 迄 今 为 止 ， 已 
经 对 15 亿 个 点 作 了 验证 , 但 如 我 们 已 经 看 到 的 那样 ，15 亿 是 


一 个 较 小 的 数 。 
殊 点 的 确 位 于 一 条 直线 上 。 


黎 曼 假设 是 重要 的 ， 


上 外 ，C.H. 哈代 在 1914 年 证 明了 无 穷 多 个 特 


为 它 暗含 数论 中 许多 其 他 结果 。 例 


如 ， 如 果 它 是 对 的 ， 它 甚至 会 向 我 们 提供 n 大 时 有 关 D(n) 的 


大 小 的 信 


他 猜想 ， 这 个 商 D(n)AAm 保 持 小 
比 n 的 任何 寡 都 慢 ， 例 如 ， 甚 至 比 a” 太 慢 
胰 100 次 得 a 的 了 


增长 非常 之 慢 ， 


(ni 是 一 个 


默 顿 斯 猜想 D(n) 小 于 n 的 平方 根 Jn。 


换 句 话说 ， 
于 1。 黎 受 假 设 包含 ， 这 个 商 


FE 数 )。 反 之 亦 然 。 即 如 果 D(n) 


A5 确 实 增长 得 如 此 之 慢 ， 那 么 黎 曼 假设 就 是 对 的 。 所 以 ,我 

们 关于 $ 偶 积 和 s 奇 积 的 游戏 ， 实 际 是 一 个 严肃 的 问题 。 然 

而 ， 没 人 知道 ， 当 mn 增加 时 ， 这 个 商 DCn)/A 如 何 变化 。 
这 个 假设 仍然 作为 全 部 数学 中 最 重要 的 问题 向 我 们 挑战 。 


它 像 一 座 无 人 攀登 得 上 的 高 山 管 立 着 ， 尽 管 许 多 人 为 了 达到 它 


的 顶峰 而 奋力 按 捕 过 。 
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你 可 能 在 想 ，“ 我 能 理解 这 个 问题 会 引起 数学 家 的 兴趣 
我 甚至 感到 它 是 迷人 的 。 但 是 ， 在 数学 之 外 的 芷 界 它 有 什 - 么 重 
要 性 ?” 第 八 章 的 一 个 例子 回答 了 这 个 问题 。 在 那里 ， 我 讲 了 
一 点 有 关 两 个 大 素数 的 彝 积 的 数论 ， 数 学 家 们 从 来 没有 想到 它 
会 有 实际 应 用 。 嗨 ， 伯 瞧 1 结果 它 成 了 用 于 传送 机 密 情报 的 代 
码 的 基础 

省 利 亚 和 默 顿 斯 的 猜想 的 结局 告诫 我 们 ， 应 把 - 百 万 ， 十 
亿 ， 甚 至 -万 亿 视 为 “小 ” 数 。 那 商 个 假设 有 它 们 自身 的 兴 
趣 ， 也 因为 它们 与 黎 曼 假设 的 联系 而 引 人 
一 个 非常 重要 的 实际 作用 ， 是 让 我 们 相信 ， 
“大 ” 数 的 某 些 数 ， 归根 到 底 林 能 个 怎么 大 。 

1977 年， 里 维 斯 特 ， 夏 米尔 和 艾 德 钾 曼 发 明了 一 个 编码 
系统 ， 现 已 广泛 应 用 于 银行 业务 ， 武 装 部 队 和 核发 电厂 。 (在 
第 八 章 中 我 讲述 了 这 个 系统 的 基础 。) 这 个 RSA 码 的 安全 性 所 
依赖 的 事实 是 ， 将 -~ 个 “大 ” 数 分 解 因子 需要 很 长 时 间 。 一 个 
侵入 者 为 了 破译 这 个 代码 ， 必 须 找 出 一 个 非 机 密 的 确定 数 的 素 
数 因子 。 

这 三 位 发 明 者 发 布 了 一 个 被 称 为 RSA129 的 129 位 数 ， 并 
预言 ， 采 用 当时 通用 的 方法 将 它 分 解 因子 ， 需 要 4x 10 年 
一 一 那 时 ， 太 阳 将 会 不 再 发 光 。 他 们 还 预言 ， 即 使 采用 改进 的 
技术 , 在 21 世纪 的 某 个 时 刻 之 前 ， 没 入 能 破译 这 个 代码 。 但 
是 ，RSA129 在 1994 年 即 被 揭秘 。 

在 这 17 年 中 ， 由 于 RSA129 的 提出 ， 数 学 家 们 发 明了 更 快 
的 因子 分 解 方法 ， 而 计算 机 科学 家 们 开发 了 更 快 的 计算 机 。 这 
就 使 得 600 位 互联 网 的 志愿 者 ， 在 他 们 的 计算 机 上 工作 8 个 


我 们 这 常 认为 是 


了 0 
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月 , 实行 为 将 RSA129 分 解 因子 所 需 的 10" 次 运算 ， 成 为 可 能 。 
此 ， 或 许 我 们 应 该 把 一 个 甚至 长 达 129 位 的 数 也 视 作 “小 ” 
数 ， 因 为 基于 这 样 一 个 数 的 密码 能 被 破译 。 为 求 保险 ，RSA 代 
碍 通常 是 以 长 达 135 至 150 位 的 数 为 基础 。 不 久 的 将 来 ， 甚 至 
这 些 数 也 可 能 太 小 ， 不 足以 保证 代码 的 安全 。 

现在 让 我 们 回 过 头 来 再 看 这 两 个 猜想 。 波 利 亚 关于 偶 积 与 
奇 积 比 赛 的 猜想 ， 虽 然 直到 1 000 000 还 是 对 的 , 但 结果 在 
906 150 257 处 却 不 对 了 。 关 于 s 偶 积 的 数目 与 S 奇 积 的 数目 之 
差 的 默 顿 斯 猜想 ， 虽 然 直 到 7 725 038 628 还 是 对 的 ， 但 -- 般 说 
来 不 对 。 这 就 应 使 我 们 ， 在 只 是 基于 几 百 万 或 几 十 亿 特例 而 提 
出 的 猜测 而 前， 表现 迟疑 。 在 我 们 能 够 用 纸 和 笔 ， 或 计算 器 ， 
或 甚至 计算 机 处 理 的 轻松 自在 的 “小 ” 数 世界 之 外 ， 存 在 一 个 
无 穷 无 尽 的 自然 数 从 林 ， 一 个 保守 着 可 能 永远 不 会 揭露 的 奥秘 
的 王国 。 对 那个 遥远 地 带 的 探索 ， 必 须 借 助 于 深刻 的 数学 理论 
继续 进行 。 还 是 会 有 一 些 部 分 ， 我 们 可 能 永远 也 达 不 到 。 我 们 
可 能 永远 不 会 见 到 生长 于 那个 奇妙 王国 的 全 部 珍稀 动 植 
物 。 


第 十 六 章 一 辆 轿车 和 两 只 山羊 


儿 年 以 和 前， 玛丽 琳 - 沃 斯 * 萨 范 特 在 她 的 一 个 专栏 里 提出 了 
一 位 读者 投 送 的 这 个 智力 测验 题 : 


假设 体 在 参加 一 个 游艺 节目 ， 让 体 在 三 个 门 中 作 
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一 选择 。 一 个 门 后 是 一 辆 轿车 ; 另外 两 个 门 后 是 山 
单 。 作 挑选 一 个 门 一 一 比方 说 1 号 门 同时 ， 知 道 
每 个 门 后 是 什么 的 主持 人 打开 另 一 个 门 一 一 比方 说 3 
号 门 一 一 展示 出 一 只 山羊 。 然 后 他 问 你 ，“ 你 想 挑选 
2 号 门 吗 ?” 改 变 你 的 选择 对 你 有 利 吗 ? 


她 在 以 后 各 个 专栏 中 的 回答 和 进 - - 步 解释 ， 引 来 了 遍及 全 
国 的 博士 ， 直 到 享有 盛誉 的 机 构 的 教授 ， 像 雪 片 般 飞 来 的 指责 
信任 。 我 引述 几 名 ， 但 略 去 作者 们 的 姓名 ， 因 为 他 们 已 经 够 难 
堪 的 了 。 他 们 是 错误 的 ， 而 玛丽 琳 是 正确 的 。 

全 我 非常 关心 一 般 公 众 数学 技能 的 缺乏 。 请 你 承认 错误 ， 
就 是 帮忙 ……。 
全 我 很 震惊 ， 在 至 少 三 位 数学 家 给 予 纠正 之 后 ， 你 还 看 不 
出 你 的 错误 。 

人 或 许 女 人 看 数学 问题 与 男人 不 同 。 

我 将 不 给 出 答案 ， 因 为 我 在 本 章 的 目标 ， 是 让 你 相信 ， 你 
能 够 进行 数学 思考 ， 甚 至 比 某 些 数学 家 思路 更 清晰 。 我 将 只 提 
出 探讨 这 个 间 题 的 -~ 个 方法 ，- -个 适用 于 许多 问题 的 方法 。 我 
确信 ， 稍 加 指导 ， 你 就 会 解答 这 道 智力 测验 题 。 

首先 ， 且慢 。 想 一 会 儿 这 个 问题 ， 把 它 完全 和 弄 靖 楚 。 或 许 
你 对 游戏 节目 参加 者 是 应 该 坚持 ， 还 是 应 该 改变 ， 或 者 怎么 做 
都 行 ， 会 有 一 个 想法 。 但 是 ， 在 你 固守 你 的 想法 之 前 ， 先 进行 
下 述 实验 。 它 将 有 助 于 你 对 这 个 问题 的 深信 观察 。 

找 出 三 个 完全 一 样 的 锡 壶 ， 塑 料 杯 或 35 毫米 胶卷 位， 或 
三 张 完全 一 样 的 纸 ， 或 三 个 完全 一 样 的 任何 不 透明 容器 。 我 将 
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就 简 来 陈述 这 个 实验 ， 因 为 简 最 容易 找到 。 

在 三 个 简 之 一 中 放 一 张 小 纸 (或 者 当 移动 简 时 不 发 出 声响 
的 任何 东西 )。 这 三 个 简 表 示 三 个 门 。 这 张 纸 表 示 轿 车 ， 而 空 
简 代表 隐藏 山羊 的 门 。 图 展示 这 些 实验 工具 。 


你 装扮 成 主持 人 ， 而 你 的 -个 朋友 可 以 扮演 节目 参加 者 的 
般 色 。( 如 果 你 的 朋友 们 太 忙 ， 你 可 以 扮演 两 个 角色 。 只 是 不 
到 时 候 不 要 窥视 简 内 。) 

挪动 这 三 个 简 ， 不 让 你 的 朋友 看 到 任何 一 个 简 内 。 然 后 让 
你 的 朋友 挑选 一 个 简 ， 希 望 获得 放 有 纸 卷 的 那个 。 和 看 看 另外 两 
个 简 内 ， 并 拿 一 个 空 简 给 你 朋友 过 目 。 但 是 ， 一 定 要 你 的 朋友 
改变 原来 的 选择 。 记 录 这 次 改变 是 命中 还 是 失误 。 把 整个 实验 
作 30 次 ， 记 录 下 命中 和 人 失误。 一 张 类 似 于 此 处 所 示 的 表 是 会 
有 用 的 。 


政变 


命中 
失误 


虽然 4 次 实验 看 做 很 多 ， 但 它们 进行 起 来 很 快 。 然 后 总 
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计 命 中 数 和 失误 数 。 


Shength tn Mmbew rr 


接着 ， 作 同样 的 实验 50 次 ,但 现在 让 这 位 朋 妇 不 改变 原 
来 的 选择 。 填 … 张 类 似 于 下 面 的 表 。 


不 改变 


命中 


和 失误 


在 完成 这 100 个 实验 之 后 ， 你 怎么 想 ? 两 种 策略 产 牛 类 似 
的 命中 数 ?你 认为 是 改变 还 是 坚持 更 为 聪明 ,或 首 怎么 做 都 
行 ? 你 收集 的 数据 是 否 上 暗示 -种 分 析 这 个 司 题 的 方法 ? 


最 好 你 的 朋友 不 试 


图 解答 这 个 问题 。 假 如 你 们 两 位 都 想 对 


它 进行 探讨 ， 情 绪 可 能 由 理性 的 平静 变 为 竞争 性 的 激动 ， 而 这 


可 能 干扰 你 的 专注 。 


如 果 企 再 对 这 个 问题 思考 一 阵 之 后 ， 你 仍 不 能 确定 答案 ， 


不 能 予以 解释 ， 那 么 做 下 面 的 事情 。 


(注意 ， 只 是 引用 实验 数 


据 不 是 解释 。 数 据 可 能 使 你 确信 什么 是 正确 的 ， 但 它们 没有 给 


子 解 释 。) 


再 拿 一 个 简 ， 用 四 个 简 而 不 是 三 个 ， 进 行 类 似 的 实验 。 在 
其 中 的 一 个 简 里 放 一 个 纸 卷 。 在 你 的 朋友 挑选 一 个 位 之 后 ,看 
看 其 余 三 个 简 肉 ， 并 拿 两 个 空 简 给 你 的 朋友 过 目 。 于 是 ， 这 位 
朋友 在 另外 两 个 简 之 间 面 临 一 种 选择 。 进 行 和 以 前 疝 样 的 实 
验 。 好 好 想 想 你 所 得 到 的 结果 。 它 们 向 你 提示 什么 ? 你 找到 了 


一 种 方法 解释 所 发 生 的 


事情 吗 ? 


进行 这 些 实验 不 仅 为 你 提供 某 些 线索 ， 而 且 还 使 你 从 日 常 
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生活 的 一 般 忙乱 中 解脱 出 来 ， 这 样 你 就 能 在 一 段 时 间 内 只 专注 
一 件 事 情 。 

如 果 你 还 是 不 知道 如 何 解释 正在 发 生 的 事情 ， 那 么 用 十 个 
简 进行 实验 。 在 其 中 的 一 个 简 里 放 一 个 纸 卷 。 在 你 的 朋友 挑选 
一 个 简 之 后 ， 看 看 其 他 九 个 简 内 。 从 这 九 个 简 中 拿 出 八 个 空 简 
给 你 朋友 过 日 ， 并 撤 掉 这 八 个 简 。 又 只 剩 下 两 个 简 。 进 行 类 似 
的 实验 。 
我 确信 你 会 解决 这 个 问题 ， 我 是 如 此 地 确信 ， 以 致 在 本 书 
的 任何 地 方 我 都 没有 给 出 答案 ， 甚 至 也 未 将 答案 以 小 号 字体 颠 
三 倒 四 地 藏 于 书后 附加 资料 之 中 。 你 或 许 会 沿 着 这 样 - -条 途径 
进行 ， 即 计算 出 改变 选择 会 挑 中 轿车 次 数 的 分 数 和 不 改变 选择 
会 挑 中 轿车 次 数 的 分 数 。 用 这 两 个 分 数 你 就 能 够 完满 地 解释 这 
道 智力 测验 题 。 于 是 ， 你 将 不 得 不 承认 你 能 够 用 数学 进行 思 
考 。 你 只 是 需要 机 会 。 


第 十 七 章 ”用 两 个 数 你 能 做 五 件 事情 


一 天 ， 当 我 下 同 我 的 孙子 机 森 玩 算术 游戏 寺 ， 我 问 他 ,，“3 
乘 5 是 多 少 ?” 在 稍 加 思索 之 后 他 回答 ,“15”。 “正确 。 那 5 乘 
3 是 多 少 ?” 他 完全 从 头 开始 ， 最 后 再 次 提出 15。 他 没 意 识 到 ， 
五 个 三 和 三 个 五 相同 。 毕 况 ， 数 的 基本 性 质 没有 译 成 我 们 基 
中 的 密码 。 由 于 这 个 原因 ， 复 习 一 下 数 系 的 基础 ， 可 能 是 值得 
的 。 因 为 用 两 个 数 你 只 能 做 五 件 基本 的 事情 ， 所 以 只 有 很 少 几 
条 基本 原理 。 


第 二 篇 。 从 中 学 到 幼儿 园 Sg Nb TT 


首先 ,iL 我 们 来 弄 清楚 ， 为 什么 5x3 和 3x5 相同 。 我 们 
可 用 小 学 中 引进 的 自然 数 的 乘法 予以 解释 。“5x3” 的 意思 是 ， 
编 成 5 组 ， 每 组 3 件 东 西 ， 如 图 1。 


Oo oO 
O oO] 
图 1 


“3 x 5” 要 求 我 们 对 这 两 个 数 做 不 同 的 处 理 : 编 成 3 组 ， 
每 组 5 件 东西 ， 如 图 2。 为 什么 我 的 孙子 应 当 看 出 它们 之 间 任 
何 联系 ? 显然 ， 它 们 是 完全 不 同 的 。 

当 你 把 图 2 中 的 圆 罚 核 图 3 所 示 编 组 时 ， 你 就 会 看 到 图 1 
和 图 2 之 间 的 联系 。 
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图 2 图 3 
比较 图 2 和 图 3， 你 就 会 知道 为 什么 3x 5 等 于 5 x 3。 一 


个 装着 和 2 个 鸡蛋 的 纸 盒 也 表明 ， 为 什么 你 可 以 改变 两 个 数 的 
次 序 而 不 改变 它们 的 乘积 。 我 们 可 以 认为 这 12 个 鸡蛋 分 成 两 
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组 , 每 组 6 个 ,或 分 成 6 组 ,每 组 两 个 ， 如 图 4。 


在 某 种 程度 上 ， 这 个 鸡蛋 盒 是- -种 


视力 幻觉 ， 
方向 看 它 。 
那么 ， 


因为 我 们 可 以 从 两 个 不 同 的 


为 什么 3/5 姜 2/3 和 2/3 息 


3/5 会 相同 呢 ? 没有 鸡蛋 盒 能 解释 那个 
等 式 。 然 和 而， 如 果 你 把 乘法 想 作 求 图 5 
中 和 矩形 的 面积 ， 答 案 就 容易 了 。 

那个 面积 是 矩形 的 两 个 尺寸 的 乘积 ; 次 序 是 没有 关系 的 。 


两 数 的 乘积 与 书写 它们 的 次 序 无 关 这 一 事实 ， 称 为 乘法 的 交换 
性 质 。 符 号 表示 就 是 ， 对 任何 数 a 与 b， 


axb=bxao 


因为 照例 都 略 去 字母 之 间 的 乘 号 ， 这 个 等 式 又 常 写 成 sb = ba。 
(但 是 , 略 去 两 数 之 复 的 乘 号 将 会 招 灾 营 祺 。 只 须 想 想 把 3 x 5 
写成 35 时 你 会 遇 到 的 麻烦 就 够 了 。) 

当 我 们 记 葬 法 表 时 ， 交 换 律 把 我 们 的 工作 量 削 减 ~ 半 。 只 
要 我 们 知道 6x9 是 和 4, 我 们 也 就 知道 9x5 是 和 4。 所 以 ， 我们 
要 记 的 就 不 是 81 个 乘积 ,而 只 用 个, 即 1 至 9 的 平方 , 再 
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加 上 第 -一 个 因子 小 于 第 二 个 因子 的 36 个 浅 积 。 但是, 乘积 I 
x1，1x2，…，1x9 实际 上 是 不 用 记 的 。 剩 下 总 共 只 有 36 个 


乘积 要 记 。 人 它们 是 : 
2 34 5 6 7 8 9 


下 5 8 10 12 14 1 18 
9 12 15 18 21 24 27 


Ls 24 28 32 36 


25 30 35.40 45 


mI 
S 
3 
二 
EE 
BE 


记 住 这 36 个 乘积 ， 应 该 没什么 大 问题 。 它 相当 于 记 一 场 剧 中 
一 个 小 角色 的 台词 。 此 外 ,乘积 的 样式 可 以 提供 记忆 的 捷径 。 
例如 , 注意 6x8g=48 比 7x7=49 小 1,， 5x7=35 比 6x6=36 
小 1。 如 果 你 已 经 记 住 平方 数 ， 这 种 样式 便 查 供 一 个 记忆 相差 
为 2 的 两 数 的 毯 积 的 方法 : 该 乘积 比 处 于 两 数 之 间 的 数 的 平方 
小 1。( 我 承认 ， 我 对 6x9 和 7x8 感 到 困难 ， 必 须 提 醒 自 己 哪 


个 是 54， 哪个 是 56。) 


但 是 ， 本 章 的 目的 不 是 想 在 乘法 表 上 大 做 文章 。 相 反 ， 它 
是 复习 用 两 个 数 你 能 做 的 五 种 运算 ， 以 及 这 些 运 算 的 性 质 。 在 
一 个 地 方 看 到 它们 的 全 部 ， 将 会 显示 它们 的 本 质 和 它们 相互 之 


间 的 关系 。 当 学 校 介 绍 它们 时 前 后 经 过 6 年， 
样 的 总 体 印 象 。 


而 难以 获得 这 


给 定 两 个 数 a 和 b， 你 可 以 对 它们 进行 加 ， 减 ， 乘 ， 除 ， 


依次 得 到 
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a+b, a-b, ab 和 Aa/b。 
(如 我 们 将 在 本 章 后 面 看 到 的 ， 若 b 为 0， 则 商 ab 无 定义 。) 
这 个 商 也 被 表示 为 


a 
bp? 
符号 a*+b 主 要 出 现在 小 学 中 和 计算 器 上 。 我 将 先 讨论 这 四 种 
运算 ， 然 后 再 进行 到 第 五 种 ， 它 牵 短 到 重复 乘法 。 
下 面 是 加 法 的 基本 性 质 ， 
1.a+b=b+a (交换 律 ) 
2. a+ (b+c) = (at+b) +ec( 结 合 律 ) 
3.0+a=a 


4. 对 每 一 个 数 a， 存 在 一 个 记 为 ~ a 的 数 使 得 a+ ( -a) = 


(-a 称 为 a 的 反 数 。 例 如 ，- 3 的 反 数 是 3， 而 3 的 反 数 


结合 律 的 名 称 来 自 这 样 一 个 事实 : 在 结合 律 的 一 边 b 与 a 
结合 ,而 存 男 ~" 边 b 与 6 结合 。 这 条 规律 使 我 们 可 以 去 掉 括 
号 ， 简 写 为 a+b+co 

减法 不 过 是 加 法 的 小 弟 。 当 我 们 间 “5 -3 是 多 少 ?” 时 ， 
我 们 实际 上 是 在 癌 “ 在 3 上 加 多 少 可 得 到 5?” 换 名 话说 , 我 
们 要 在 下 面 的 加 式 中 填充 那个 方 框 : 

3+L|=5。 
为 3+2=5， 我 们 写 5- 3=2。 当 你 为 买 一 件 价格 为 3 美元 
的 物品 付 给 5 美元 时 ， 店 员 可 能 会 这 样 查 零钱 : 先 说 “三 ”， 
然后 边 点 数 ,“ 四 ,五 "， 边 出 示 零 钱 ; 这 些 零钱 和 物品 的 价格 
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相 如 ， 便 得 你 放 在 柜台 上 的 钱 数 。 这 个 程序 把 减法 转 回 到 原来 
的 加 法 。 
和 加 法 不 一 样 ， 减 法 没有 值得 注意 的 特性 。 它 不 是 交换 的 
{5 一 3 不 等 于 3-5)。 它 不 是 结合 的 ; 7- (4-2) 不 等 于 (7 
-4) -2， 前 -- 个 是 5， 后 一 个 是 1。 因 为 它 是 这 样 一 种 不 方 
便 的 运算 ， 我 发 现 ， 当 作 减 法 时 ， 我 必须 十 分 小 心 。 
第 三 种 运算 ， 乘 法 ， 和 加 法 一 样 令 人 愉快 。 它 所 遵从 的 法 
则 类 似 于 加 法 的 法 则 。 我 已 经 提 到 过 第 一 个 。 
. b= ba (交换 律 ) 
,a(be) = (ab)e( 结 合 律 》 
. la=a 


. 对 每 一 个 异 于 0 的 数 a， 存 在 一 个 记 为 1/a 的 数 使 得 


wD 


ax 一 =1。 


(lxa 称 为 a 的 倒数 。) 
注意 ，1 在 乘法 中 起 着 0 在 加 法 中 所 起 的 作用 。 就 像 0 在 
加 法 中 “没有 作用 ”一 样 ，! 在 乘法 中 “没有 作用 "。 
乘法 和 加 法 由 分 配 律 联系 . 
a (b+e) = 上 b+aco 
这 条 规律 看 起 来 简单 ， 但 它 是 十 分 复杂 的 ， 因 为 它 涉 及 三 个 且 
法 和 两 个 加 法 。 如 果 我 把 它 改写 为 : 
(b+e) a=batca, 
也 是 合理 的 。 这 好 像 是 说 ,“b +c 条 狗 和 b 条 狗 加 c 条 狗 是 一 
回 事 。” 一 个 更 衣 亮 的 看 法 是 几何 方法 ， 即 芳 虑 图 6 中 被 分 割 
为 两 个 小 矩形 的 矩形 面积 。 
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图 6 


整个 矩形 的 面积 是 它 的 宽度 乘 它 的 长 度 ，a (b+ e)。 但 是 ， 这 


个 面积 是 这 两 个 小 矩形 面积 之 和 ，ab + ac。 


分 配 律 是 支配 加 法 和 乘法 的 最 重要 的 规律 。 如 果 不 遵从 这 


条 规律 ， 在 全 国 的 代数 课 中 ， 每 天 将 会 产生 成 二 上 万 的 错误 。 
第 四 种 运算 ， 除 法 ， 是 乘法 的 小 弟 。 当 我 们 问 ,，“8 除 以 4 
是 多 少 ?” 我 们 其 实在 问 ， 我 们 必须 用 多 少 去 乘 4 才能 得 8。 


换 名 话说， 我们 是 在 需 这 个 等 式 中 的 方 杠 
4x 品 =8。 


4 4x2=8， 我 们 写 8/4=2。 类 似 地 ， 


门 写 7/4 = 1.75。 
注意 ,符号 7/4 表示 一 个 除法 的 结果 ， 


数 。 不 会 由 此 招来 麻烦 ， 因 为 当 7/4 表示 一 


4x 工 =7 


为 4x1.75=7, 我 


也是 一 个 确定 的 分 
个 分 数 的 时 候 ， 


是 正确 的 。 所 以 ， 分 数 7/4 确实 等 于 7 除 以 4 的 结果 。 
跟 减 法 一 样 ， 除 法 也 表现 为 无 规律 的 形式 。 例 如 ， 它 肯定 
不 是 交换 的 ， 因 为 3/5 不 等 于 5/3。 除 法 的 惟一 值得 注意 的 特 


性 是 ， 当 a 不 是 0 时 ，a/a=1。 


除 以 0 是 毫 无 意义 的 。 这 是 为 什么 。 比 方 说 ， 要 做 4 除 以 


0, 我 们 必须 填 这 个 乘 式 中 的 方 框 : 
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0xD=4。 
因为 0 乘 任 何 数 得 0， 所 以 我 们 没有 办 法 填 那 个 方 框 而 得 有 | 4。 
因此 ， 符 号 440 是 没有 意义 的 。 哦 ， 我 们 可 以 把 它 写 下 来 ， 纸 
是 不 会 反抗 的 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 写 “ 狗 拉 小 提琴 ”， 但 那样 
不 会 生出 一 条 音乐 狗 。 
由 于 另 一 原因 ， 符 号 070 是 没有 意义 的 。 要 做 0 除 以 0， 
我 们 必须 填 这 个 等 式 中 的 方 框 : 
0xD=0。 
这 是 很 容易 做 到 的 。 例 如 , 0x3=0, 0x(-7)=0,0x 
(172) =0。 麻 烦 就 出 在 太 容易 上 。 在 这 个 方 框 中 ， 你 随便 填 
什么 数 都 行 。 所 以 ， 符 号 070 不 代表 一 个 特定 的 数 。 如 果 你 什 
么 时 候 碰 到 它 ， 你 敢 肯 定 是 什么 地 方 出 了 错 。 
关于 用 两 个 数 你 能 做 的 五 件 事 情 中 的 前 四 件 就 说 这 么 多 。 
为 介绍 第 五 件 ， 让 我 们 回忆 ， 至 少 对 自然 数 而 言 ， 乘 法 可 以 看 
作 重 复 加 法 。 例 如 ，4x 3 可 以 看 作 四 个 3 之 和 : 3+3+3+3。 
第 五 种 运算 ， 至 少 对 自然 数 而 言 ， 可 以 看 作 重 复 乘法 。 
四 个 3 的 乘积 ， 3x3x3 x3， 称 为 “3 的 四 次 寡 "。 这 个 乘 
积 的 标准 记号 是 


34。 
在 这 个 表达 式 中 ，3 被 称 为 底 ，4 被 称 为 指数 。 你 可 以 检验 ， 
=81。 如 果 b 是 任何 数 ，n 是 任何 自然 数 ， 那 么 , 符号 "就 
表示 n 个 b 的 乘积 ， 


b"=bxbxbx…xbo 
这 里 b 是 底 , n 是 指数 ，b" 称 为 指数 式 。 你 可 以 检验 ，23 = 8。 
人 们 说 ,，“2 的 三 方 等 于 8”, 或 2 的 三 次 幕 等 于 8”, 或 “2 的 
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三 次 方 等 于 8 ， 或 “2 的 立方 等 于 8”。 注 意 ,BF 表示 bx b， 
划 b 的 平方 ,而 芷 表示 bxbxb， 即 b 的 立方。 符号 中 表示 b 
本 身 ， 因 为 不 需要 作 乘 法 。 

下 表 显 示 2 的 一 些 值 。 


314 5 


6|7|s|9|an 
| 
8 | 46 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1 024 


注意 2" 增加 得 多 么 快 。n 每 增加 1， 它 就 加 倍 。 这 样 快速 的 增 
加 ， 称 为 指数 式 增长 ， 它 是 最 近 三 个 世纪 中 人 口 剧烈 增长 的 一 
个 合理 拱 述 。 这 是 指数 的 许多 应 用 之 一 。 

对 任何 数 b 和 任何 自然 数 n 实施 的 取 指数 运算 站， 有 两 条 
使 用 方便 的 性 质 ， 我 将 称 之 为 和 数 法 则 和 乘积 法 则 。 

下 述 事实 暗示 第 一 个 法 则 。 当 你 以 2 的 四 次 老 去 乘 2 的 三 
次 索 时 ， 你 会 得 到 七 个 2 的 乘积 ， 

{2x2x2) x (2x2x2x2) =2x2x2x2x2Xx2x2o 
这 就 表明 


nn | 1 


2,2 


BxH=Rt (7) 
(作为 检验 , 如 是 8, ZX 是 16, 而 2 是 128, 它 兢 为 8 乘 16。) 
和 数 靶 则 断言 ， 对 任何 数 b 和 任何 自然 数 m 与 a， 
bm+a=bmnxboo 
("b 的 两 数 之 和 的 赛 ， 等 于 b 的 第 一 数 之 起 乘 b 的 第 二 数 之 需 
的 乘积 。”) 注意 ， 和 数 法 则 把 对 一 个 和 m+n 取 指数 和 一 个 乘 
积 联系 在 一 起 。 在 我 介绍 第 二 个 指数 法 则 之 后 ， 关 于 和 数 法 则 
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我 还 会 有 许多 话 要 说 。 

和 数 法 则 涉及 到 一 个 指数 为 两 数 之 和 ， 而 乘积 法 则 涉及 到 
一 个 指数 为 两 数 之 积 。 

考虑 数 


(2) 

(我 们 努 须 知道 它 的 值 ， 但 是 你 可 以 验证 ， 它 是 4 096。) 它 表 
示 “” "2 的 三 次 方 ”这 个 数 的 四 次 方 "， 则 

(2)=2x2x23x23。 
但 是 ,每 个 因子 入 等 于 2x2x2。 因 此 ， 
(23)4= (2x2x2)x(2x2x2)x(2x2x2)x(2x2x2)。(1) 
等 式 〈1) 的 右边 有 四 组 ， 每 组 三 个 2。 这 就 意味 着 ， 右 边 有 4 
x3 个 2, 因为 4x3 等 于 3x4，(1) 的 右边 有 3x4 个 2。 换 名 
话说 ， 


(2) =2*4, 
它 就 是 2>。 向 样 的 推理 产生 一 般 的 鲜 积 法 则 : 对 任何 底 b 和 
任何 自然 数 m 与 n， 


bm = (b")" 

乘积 法 则 联系 着 三 个 指数 式 和 一 个 乘积 。 

迄今 为 止 ， 我 们 只 是 对 自然 数 n 定义 了 2"。 符 号 ?的 意 
思 应 当 是 什么 ? 我 们 是 主人 ， 我 们 可 以 给 这 符号 以 我 们 想 给 的 
任何 意义 。 但 是 ,最 好 是 以 对 我 们 最 为 方便 的 方式 来 定义 它 。 
恰好 ， 对 我 们 最 简单 的 东西 ， 原 来 也 是 现实 世界 最 有 用 的 东 
西 。 作 为 我 们 的 指导 原则 ， 我 们 力图 使 指数 的 和 数 法 则 在 指数 
非 自然 数 时 继续 成 立 。 作 为 一 个 例子 ， 让 我 们 来 看 ， 和 和 数 法 则 
告诉 我 们 2 应 当 是 什么 。 
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说 “ 作 零 个 2 的 彝 积 ”"， 是 毫 无 意义 的 。 但 是 ,要求 当 指 
数 为 0 与 1 之 和 时 种 数 法 则 成 立 ， 则 是 有 意义 的 。 在 这 种 情况 
下 ,我 们 想 要 


20+1 
等 二 
2 加 0x21。 
简单 地 说 ,我 们 想 要 
20+1=20x2。 
但 是 ，0+1= 1,，21=2。 因 此 ， 上 述 等 式 成 为 
2=20x2。 


这 就 告诉 我 们 ， 2? 乘 2 必须 为 2。 只 有 一 个 数 能 作 到 这 
点 ， 即 1。 因 此 ， 如 果 指 数 的 和 数 法 则 当 一 个 指数 为 0 时 也 要 
成 立 ,那么 , 2 必须 是 1。 我 们 别 无 选 译 。 直 于 类 似 的 原因 ， 
我 们 将 有 ， 对 任何 底 b( 异 于 0)， 等 于 1。 人 她 这 个 符号 有 时 
需要 ,定义 为 1。 

让 我 们 来 看 看 ， 当 指数 为 负数 时 会 发 生 什 么 情况 。2 ;应 
当 是 什么 ? - 1 的 基本 性 质 是 ， 当 我 们 把 它 加 到 1 上 去 时 ， 得 
到 0; (- 1 +1=0。 为 要 和 数 法 则 当 指 数 为 ( -1) +1 时 成 
立 ， 我们 写 出 


2 D121x2, 
或 者 ， 其 实 都 一 样 ， 
2 =2-1x2!。 
让 我 们 来 看 看 ， 它 是 否 会 告诉 我 们 ，2- :应 当 是 多 少 。 利 
用 22? 为 1 和 2 为 2 的 事实 , 我 们 有 
1=2-1x2。 
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只 有 一 个 数 和 2 的 乘积 为 1， 它 就 是 二 分 之 --。 由 于 这 个 原 
， 我 们 定义 2-! 为 1/2=0.5。 

更 一 般 地 说 ， 对 于 任何 正 底 b， 我 们 定义 b-! 为 上 了 的 倒数 。 
例如 ，4-1=1/4=0.25, 而 (1/3)-! 为 13 的 倒数 , 即 3。 
b~ ?应当 是 什么 ? -2 的 实质 是 ， 当 把 它 加 之 于 2 时 ， 得 
到 0, 即 


{-2) +2=0。 
如 果 我 们 想 村 ?+" 等 于 莱 积 b" x b" 甚至 在 m 为 -2 时 也 成 立 、 
那么 我 们 就 必须 要 求 
b(-2+2=b-2xiz。 
但 区 - 寺 = 直 等 于 1。 因 此， 我 们 现在 有 
1=b"?xb。 
这 就 迫使 bp™? 必 为 也 的 倒数 。 例 如 ， 


类 似 地 ， 只 变 n 是 一 个 自然 数 ， 我 们 就 定义 b- "为 好 的 倒 
数 。 

为 了 回顾 迄今 为 止 我 们 所 完成 的 工作 ， 让 我 们 来 作 一 个 
表 , 对 所 有 从 -5 到 5 的 指数 ma， 列 出 如 的 值 。 (我 力 劝 你 检 


验 我 的 计算 。) 
-3 | -21-191213| 415 
0.125| 0.25 |0.5|1|2|4|8|16|32 


nl -5 -4 
2°| 0.03125 | 0.0625 
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指数 n 每 上 开 1，2" 的 值 就 加 倍 。 或 者 ,换个 说 法 ， 指 数 n 每 
下 降 1，2" 的 值 就 碱 半 。 这 种 样式 本 身 便 已 告诉 我 们 ， 应 当 如 
何 定 义 2 ，2-!，2-? 等 等 。 

对 于 一 个 正 底 b，b? 应 当 是 多 少 ? 噢 ， 关 于 172 我 们 知 
道 的 一 件 事情 是 ，1/2 + 1/2 等 于 1。 如 果 我 丰 想 要 和 数 法 则 对 
分 指数 也 成 立 ， 那 么 我 们 就 得 有 


bi xb = b+ 


因此 

bxb2 = 以 =b。 
这 就 意味 着 ，b“? 必 须 是 b 的 一 个 平方 根 。 (我 们 选 反正 平方 
根 ， 以 保持 指数 式 的 值 为 正 。) 例如 ，25!2 必 须 是 5。 作 为 男 
一 个 例子 ,242 是 2 的 平方 根 ， 它 大 约 是 1.414。 

我 使 用 了 指数 的 和 数 法 则 ， 计 算出 pv? 应 当 是 多 少 。 你 可 
能 感到 疑惑 ,“ 如 果 改 用 乘积 法 则 会 怎样 呢 ? 毕竟 有 (1/2) x 
2=1。 它 就 和 (1/2) + 《1/2) = 1 一 样 基本 ”让 我 们 看 看 ， 
乘积 法 则 告诉 我 们 bi 应 当 是 多 少 。 如 果 它 给 出 一 个 异 于 5 的 
平方 根 的 数 ， 那 衣 定 会 把 事情 摘 乱 。 

首先 ， 我 们 想 要 乘积 法 则 当 指 数 为 1/2 和 2 时 成 立 , 即 


(bt2)2 = bx2。 


这 个 等 式 是 说 ， 
(b'2) =pb! 
因为 pt =b， 我们 看 到 ，bi? 应 当 是 上 的 一 个 平方 根 。 很 幸运 ， 
这 恰好 是 指数 的 和 数 法 则 告诉 我 们 的 。 
使 我 感到 惊奇 的 是 ， 求 一 个 数 的 平方 立方 ， 倒 数 ， 或 平 
方 根 ， 全 都 只 是 指数 式 的 特例 。 甚 至 更 为 令 人 惊奇 的 是 ， 三 角 
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学 原来 就 是 两 个 指数 式 的 和 与 差 的 研究 。 欧 拉 的 这 个 发 吏 ， 有 
赖 于 微 积分 和 复数 。 

当 指 数 为 任何 分 数 时 ， 都 可 能 定义 指数 式 运算 。 和 数 法 则 
与 乘积 法 则 会 告知 其 值 应 当 是 什么 。 例 如 ,你 可 能 想 要 弄 明 
白 ,为 什么 8 应 当 是 2。 然 后 ， 你 认为 8 应 当 是 多 少 ? 
16- ?又 是 多 少 ? 如 果 你 的 计算 器 上 有 一 个 指数 式 键 ， 你 可 以 
把 你 的 看 法 同 计算 器 显示 的 结果 进行 比较 。 

这 就 完成 了 用 两 个 数 你 能 做 的 五 件 事情 的 概述 。 在 某 种 意 
义 上 来 说 ， 一切 都 来 自 加 法 ， 至 少 对 自然 数 是 如 此 。 首 先 ， 二 
法 是 重复 加 法 。 指 数 始 于 重复 乘法 。 减 法 和 除法 内 不 过 是 看 待 
加 法 和 乘法 的 不 同方 式 。 一 句 话 ， 它 概括 了 算术 的 本 质 。 
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如 果 你 从 1 开始， 加 2/3， 然后 加 (2/3 站， 然后 再 加 
(273), 然后 又 加 (2/3*， 如 此 等 等 ， 不 断 加 上 273 的 高 次 里 ， 
永 无 休止 ， 会 发 生 什么 情况 呢 ? 这 些 和 会 变 得 很 大 吗 ? 它们 会 
变 得 超过 10 吗 ? 会 超过 100 吗 ? 毕竟 ,你 每 加 另 一 个 数 ， 这 
个 和 就 变 大 。 或 者 ， 这 些 特殊 的 和 永远 不 会 变 得 很 大 ? 本 章 指 
出 ， 它 们 保持 适当 的 小 。 更 有 意思 的 是 ， 本 章 甚至 找 出 了 这 些 
和 实际 上 越 来 越 与 之 接近 的 那个 数 。 在 第 十 九 章 ， 谈 到 银行 业 
务 时 ， 我 们 将 把 这 一 发 现 付 诸 实际 应 用 。 

本 章 以 一 种 特殊 的 风格 写成 ， 试 图 帮 你 练习 如 何 理解 数学 
语言 。 我 同时 扮演 两 个 角色 : 作者 和 读者 ， 作 为 一 个 读者 ,我 
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要 指出 ,为 了 理解 我 所 读 的 内 容 ， 我 变 做 什么 。 作 为 一 个 读 
者 ,我 的 思想 体现 在 画 线 的 文字 中 。 
我 打算 阅读 数学 ， 因 此 我 要 准备 好 纸 ， 铝 笔 和 计算 器 。 我 
不 愿 让 这 家 伙 在 我 面前 漏 掉 什么 。 
本 章 的 目的 是 证 明 ， 若 * 是 一 个 介 于 1 和 - 1 之 间 的 数 ， 
即 -1<r<1， 则 


性 
到 


1+r+2+a+a+…= 
1-r 


这 三 个 点 表示 “不 断 加 上 越 来 越 多 的 类 似 项 ， 例 如 5, 等 
等 "。 你 加 得 越 多 ， 这 个 和 就 越 接近 于 1/ (1 - r)。 这 个 序列 
1，r， 关 ，P， 了 #，… 被 称 为 几何 序列 ， 一 个 至 少 可 以 回溯 到 柏 
拉 图 时 代 的 名 称 。 数 + 称 为 它 的 公 比 。 

他 在 说 什么 ? 我 将 用 r= 1/2 试 试 ， 因 为 1/2 是 一 个 介 于 
-1 和 1 之 间 的 数 。 这 家 伙 断 言 ， 


1 二 + (Pr (2 到 bs 
让 我 看 看 。 我 将 用 我 的 计算 器 : 
1+ 沁 =1+0.5=1.5 


1 la_ 12_ 1 
1+ 广 + (7) =1.5+ (3) =1.5+ =1.75 


4 
T+ y+ (二 1.75+ 二 =1.875。 
只 用 四 项 我 已 经 得 到 1.875。 他 说 ， 如 果 我 不 断 地 加 ， 我 将 使 
它 喜来 越 接近 1/ (1- (1/2))。 那么 1/ 1- (1/2)) 是 多 少 
呢 ? 我 将 把 它 算出 来 : 


1+ 


1 _l1., 
1 (ZJ 1 
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好 啦 ，1.875 是 比较 接近 于 2， 所 以 可 能 他 是 对 的 。 但 是 ， 等 
一 等 。 如 果 我 不 断 地 加 ， 我 的 和 数 会 不 会 变 得 越 来 武大 ， 以 致 
它们 甚至 大 于 2 昵 ? 我 将 再 加 上 几 项 ， 看 会 发 生 什么 情况 ， 比 
方 说 ， 再 加 四 项 吧 。 因 此 ,我 将 加 上 和 和 数 


人 + (二 + (和 + (7 


它 是 

项 + 下 + 而 + 凑 =0.03125+ 0.015625 +0.0078125 
+0.00390625 
-0.05859375。 
将 这 数 加 到 1.875 上 去 ， 得 到 总 计数 为 1.93359375。 好 啦 ， 很 
接近 2。 而 且 没 有 迹象 表明 这 个 和 会 变 得 超过 2。 不 管 怎样 ， 
有 可 能 这 家 伙 是 对 的 。 我 将 像 一 只 证 一 样 注视 着 它 ， 

但 是 ， 等 一 等 。 他 还 说 z 可 以 是 负数 。 那 时 会 发 生 什 么 情 


次 昵 ? 我 将 用 r= - L2 来 试 试 。 这 次 他 的 断言 是 
+ 
即 
1 1 1 2 
l-F+4-8+ =3° 
我 用 六 项 来 看 看 这 是 不 是 合理 : 
1- 二 + 到- 坦 + 击 -省 =1-0.5+0.25-0.125+0.0625 
一 0.08125 
= 0.65625。 


对 了 。 它 是 很 接近 2/3， 即 大 约 0.666， 所 以 可 能 他 是 对 的 。 
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我 还 是 想 不 出 它 为 什么 是 正确 的 。 他 必须 让 我 相信 。 
首先 ， 只 考虑 为 正 数 的 情形 。 这些 数 rt，?,， ?了 ,rt，… 
变 得 越 来 越 小 ,向 0 收缩 。 例 如 ，0.9 的 50 次 寡 大 约 是 0.005。 
这 没什么 值得 惊奇 的 。 我 已 经 在 我 的 计算 中 看 到 这 点 。 
现在 标 出 数 1，r, 己 ，2， 忠 ，… 在 数 喜 线 上 的 位 置 ， 如 下 


我 不 知道 他 为 什么 要 这 样 做 ， 但 这 个 图 看 来 是 正确 的 。 这 
是 我 自己 就 r=0.8 作出 的 图 。 


0 0.4096 0.512 0.64 0.8 


0 全 (0.8)* (0.8) (0.8)2 0.8 1 


当 r=0.5 时 ,我 作出 下 面 的 图 。0.5 的 过 将 实 比 0.8 的 寡 接 近 
于 0 快 得 多 。 现 在 我 已 对 他 的 下 一 个 信息 作 好 准备 。 


0.125 0.25 42 


0 (0,5)? (0.5)? 0.5 1 


从 0 到 1， 长 度 为 1 的 线段 被 分 割 成 了 无 穷 无 尽 的 一 串 小 
线段 。 例 如 ， 右 边 的 第 一 个 线段 ， 从 7 到 1， 其 长 度 为 1 - r。 
下 一 个 线段 ， 从 到 也 ， 其 长 度 为 r- 了。 再 下 一 个 的 长 度 是 也 
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-号 ， 如 此 等 等 。 下 图 记录 了 这 些 长 度 。 


为 整个 线段 的 长 度 是 1， 所 以 全 部 小 长 度 之 和 是 1。 按 
这 些 长 度 在 图 中 的 顺序 把 它们 写 出 来 ， 我 们 得 到 : 

+ (PP) + (r-2) + (I-71) =1。 
倒 过 来 改写 这 个 等 式 ， 我 们 得 到 ; 

(1-D + (r-P) + (2-6) +…=1o。 (1) 
但 是 ，1- 上 是 每 一 项 都 有 的 因子 。 例 如 rz- 了 = (1-r 六 
-也 = (1-D Pz。 从 等 式 (1) 的 每 一 项 中 提出 因子 1~r， 把 
它 改 写 为 ; 

{1-7) (ii+r+rz+a+…)》 =1。 (2) 
以 1~r (不 为 零 ) 除 等 式 (2) 的 两 边 ， 我 们 得 到 ， 
1+r+P+E+msT， 
如 我 们 开头 所 断言 的 那样 。 

好 美妙 的 戏法 。 他 画 了 一 个 图 ， 结 果 就 出 来 了 。 但 是 ， 他 
没 抓 住 要 点 。 在 此 例 中 ， 他 根本 不 用 画 任 何 图 。 事 情 比 这 简单 
得 多 。 我 对 等 式 (1) 凝视 片刻 ， 它 变 得 水 晶 般 明亮 。 实 际 上 ， 
一 切 都 相互 抵消 了 。r 与 ~r 抵 消 , 了 与- 抵消， 如 此 等 等 ， 
{1-7) + 0- 内 + (PD) +=lo 
惟一 留 下 的 项 就 是 第 一 项 ，1， 它 没有 可 与 抵消 的 。 这 就 是 为 


TT ee Nb 数字 的 力量 


什么 等 式 1) 的 左边 所 有 的 项 加 起 来 等 于 1， 

这 家 伙 必 须 做 的 全 部 事情 ， 就 是 写 出 1)， 提 出 因子 1 -~ 
以 1-r 除 两 边 ， 从 而 完事 大 。 根 本 不 需要 图 形 。 

我 的 论证 其 至 更 好 ， 因 为 其 至 当 r 为 负数 时 ， 它 也 有 效 。 
在 这 种 情况 下 ， 他 的 图 形 没有 任何 用 处 。 可 零 的 家 伙 ， 他 对 此 
无 能 为 力 。 

我 想 知道 ， 如 果 我 们 让 这 个 和 数 停止 在 茶 个 地 方 ， 会 发 生 
什么 事 。 例 如 ， 关 于 


1+rt+7+r+r, 

是 否 有 一 个 简明 的 公式 ? (请 读者 做 点 实验 。) 

是 的 ， 有 ,我 用 我 的 方法 ， 写 出 

{1-7) + (人 rz) + (PP) + (BF) + (HE), 
除了 1 和 之 外 ， 一 切 都 相 志 抵消 : 

{1-2) + 0- 内 + (PD) + (PB-) + (5)。 
所 以 我 得 到 
(1-nD + (r-P) + (人 2- + (D-H) + ee) =1-5。 
如 前 提出 因子 1 -rz， 并 用 它 去 除 两 边 ， 我 就 得 到 

1-r 


1+rrririm= Tr 
一 


一 般 规 律 是 显而易见 的 对 任何 自然 数 k， 
+1 


ttrpte tt 


我 不 知道 他 为 什么 不 先 做 这 个 计算 ? 哦 ， 这 只 是 个 爱好 问题 。 
不 ， 这 不 只 是 一 个 爱好 问题 。 我 想 要 偏爱 几何 思 落 的 读者 
对 这 个 推理 感到 履 意 。 实 际 上 ， 你 的 和 我 的 方法 都 可 以 用 ， 任 
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何 读者 对 此 应 当 高 兴 。 如 果 想 找 一 个 甚至 更 为 简单 的 几何 方 
法 ， 你 可 以 现在 就 去 看 第 三 十 二 章 。 

既然 我 们 有 了 几何 级 数 之 和 的 简明 公式 ， 那 就 到 了 说 出 它 
在 各 方面 的 应 用 的 时 候 。 我 已 经 提 到 它 在 下 一 章 讨论 银行 业务 
时 有 用 。 在 第 二 十 八 章 ， 我 们 需要 用 它 来 测量 曲线 的 陡峭 度 。 
在 第 三 十 章 ， 它 是 求 一 些 曲线 之 下 的 面积 的 工具 。 最 后 ， 在 第 
三 十 一 章 ， 它 帮助 我 们 证 明 ， 一 个 圆 的 周 长 与 所有 奇 自然 数 的 
倒数 有 关 。 几 何 级 数 还 有 许多 其 他 的 应 用 ， 包 括 从 确定 药品 的 
配料 到 退休 人 金 的 金额 。 

为 什么 他 开头 不 把 这 告诉 我 ? 我 会 更 认真 地 对 待 它 。 我 愿 
意 知道 我 在 干什么 。 不 过 ， 迟 告诉 总 比 不 告诉 好 。 嘿 …… 为 什 
么 一 个 圆 会 与 所 有 奇 自然 数 有 关 ? 

但 是 ， 我 确实 还 有 一 件 事 情 要 说 ,我 不 想 要 读者 认为 ,每 
当 我 们 源源 不 断 地 累加 趋 于 0 的 正 数 时 ， 它 们 的 和 总 会 保持 小 
王 某 一 国定 的 数 。 

14 世纪 的 法 国 数 学 家 尼 古 拉 奥 雷 斯 默 想 要 知道 ， 如 果 他 
不 断 累 加 自然 数 的 倒数 ， 将 会 发 生 什 么 情况 。 这 就 是 所 谓 调 和 
级 数 : 1/1+1/2+1/3+1/4+…。 它 的 前 几 个 和 数 是 


1 


当 我 第 一 次 遇 到 这 个 序列 时 ， 我 作 了 一 些 计算 ， 然 后 与 人 打 
财 ， 说 这 些 和 保持 小 于 13。 我 财 输 了。 如 奥 雷 斯 默 所 指出 的 ， 
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这 些 和 可 变 得 任意 大 。 下 面 两 个 图 形 表明 他 的 推 埋 。 


WH % % % % 
| % 
mi 


1 1 1 1 1 1 


每 个 矩形 的 宽度 都 是 1， 而 高 度 等 于 一 个 自然 数 的 倒数 。 
最 大 的 知 形 面积 为 1， 第 二 个 面积 为 1/2， 第 三 个 面积 为 1/3， 
如 此 等 等 。 我 们 想 要 知道 ， 这 个 无 限 阶梯 的 总 面积 是 有 限 还 是 
无 穷 。 为 了 证 明 它 是 无 穷 ， 我 们 来 审视 下 面 这 个 阶梯 ， 它 完全 
位 于 前 一 阶梯 之 内 。 


闪闪 % % % 


这 个 阶梯 有 一 个 面积 为 1 的 正方 形 ，- 一 个 面积 为 1/2 的 矩 
形 , 2 个 面积 为 /4 的 矩形 ，4 个 面积 为 1/8 的 抱 形 ，8 个 面积 
为 V16 的 外 有 形 ，16 个 面积 为 1/32 的 矩形 ， 如 此 等 等 。 所 以 它 
的 总 面积 是 


即 


无 穷 多 个 1/2 之 和 。 因 为 累加 越 来 越 多 的 172 将 超过 任何 数 ， 
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所 以 第 二 个 阶梯 的 面积 为 无 穷 。 从 而 ， 第 一 个 阶梯 的 面积 也 是 
无 穷 。 这 就 意味 着 ， 所 有 自然 数 的 倒数 之 和 为 无 穷 。 我 们 应 该 
为 几何 级 数 之 和 人 有限 感到 高 兴 。 


但 是 ， 


1 1 1 1 1 
1x2+3x3+3x4+4xS+5x6+ 

会 怎样 呢 ? 

我 留 给 你 这 样 一 个 问题 。 当 你 累加 越 来 越 多 的 项 时 会 发 生 
什么 情况 ? 这些 和 是 变 得 很 大 很 大 ， 还 是 越 来 越 洁 近 基 数 ? 

没有 简单 的 常规 的 方法 可 用 以 确定 一 个 正 数 序列 之 和 是 有 
限 还 是 无 穷 ， 向 人 们 提出 了 许多 挑战 ， 从 而 也 就 使 数学 永远 保 
持 活力 与 迷人 。 


第 十 九 章 无中生有 


我 常常 对 钱 是 从 哪里 来 的 感到 迷惑 不 解 。 毕 况 ， 当 我 们 的 
国家 还 是 一 个 婴儿 时 ， 几 平 没有 什么 钱 。 现 在 却 有 几 万 亿 元 。 
最 后 我 决定 找 出 答案 ， 请 教 某 些 经 济 学 教授 。 他 们 的 回答 是 如 
此 的 莞 廖 ， 以 致 我 认为 他 们 是 在 轴 关 我 。 于 是 ， 我 俩 去 读 一 本 
经 济 学 教科 书 。 使 我 大 吃 一 惊 ,这 本 书 提出 了 与 教授 们 同样 的 
解释 。 当 然 ， 创 造 美元 的 明显 方法 是 政府 印刷 纸币 和 铸造 硬 
币 。 但 是 ， 另 有 一 个 制造 金钱 的 方法 ， 而 且 我 很 高 兴 ， 它 和 几 
何 级 数 纠 绰 在 -起 。 它 牵涉 到 银行 。 

原来 ， 银 行 能 够 从 似乎 无 人 知道 的 地 方 赚钱 。 不 是 麻木。 
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rH Le 


这 种 策略 优 于 伪造 货币 ， 其 下 


由 有 二 : 它 不 需要 印刷 三 ， 而 且 


它 是 完全 合法 的 。 但 是 ， 它 依赖 于 人 们 对 未 来 的 信念 。 我 们 来 


看 它 是 如 何 运转 的 。 


设想 这 些 储备 是 金库 
行将 破产 ,并 


一 个 银行 必须 保持 一 定 的 储备 ， 以 满足 储户 的 日 常 需要 。 


的 现金 。 如 果 所 有 的 鱼 户 都 担心 这 个 银 
要求 把 他 们 的 账户 转 为 现金 ， 这 个 银行 可 能 就 没 


有 足够 的 储备 来 满足 他 们 的 需要 。 银 行 便 会 陷入 窒 境 ， 储 户 镇 


她 。 但 是 ， 如 果 没 有 这 4 
应 它 的 储户 的 平常 的 需 


样 的 大 恐慌 ， 银 行 便 有 足够 的 储备 ， 适 


哎呀 ， 有 时 所 有 的 储户 都 对 未 来 失去 信念 ， 想 要 从 信用 银 


行 取 出 他 们 的 钱 。 于 是 ， 就 发 生 向 银行 挤 提 存款 的 风潮 或 大 恐 


慌 。 


这 事 曾 发 生 在 大 萧条 时 期 ， 而 联邦 政府 在 1933 年 3 月 宣 


布 了 一 个 银行 节 , 村 
止 营 | 


信任 就 逐渐 回 到 了 银行 系统 。 


是 银行 就 有 一 个 不 付款 的 好 借口 :他 们 停 
了 。 几 个 星期 之 后 ， 有 偿付 能 力 的 银行 获准 重新 开业 ， 


幸好 ,人们 通常 都 信任 他 们 的 银行 。 他 们 相信 ， 如 果 他 们 


想 要 把 自己 的 账户 转 为 现金 ， 
觉 , 银行 家 们 穿着 保守 ， 而 银行 的 建筑 物 照例 都 是 让 入 放心 
的 ， 大 理 石 的 地 板 ， 大 理 石 的 墙壁 和 大 理 石 的 柱子 ， 像 一 座 希 


腊 唐 堂 。 其 实 ， 把 银行 设计 


他 们 就 能 。 为 了 保持 这 样 一 个 幻 


得 像 一 个 拉 斯 维 加 斯 赌场 ， 更 为 二 


截 了 当 ， 但 那样 就 会 破坏 幻觉 。 

联邦 储备 局 要 求 银行 保留 存款 的 一 定 部 分 作为 储备 ,而 让 
银行 把 其 余部 分 贷 出 。 为 了 我 们 的 目的 ,证 我 们 假定 银行 必须 
保留 20% 或 175, 可 以 贷 出 其 余 的 80% 或 445。 请 注意 ,看 会 发 


生 什 么 情况 ,因为 这 就 是 我 在 世上 看 到 它 以 前 无 法 相信 的 作用 。 
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比方 说 ， 乔 ' 布 洛 走 进 信用 银行 ， 存 款 1 000 美 元 。 银 行 保 
留 200 美元 ,而 把 800 (1 000 的 4/5) 美元 贷 给 简 : 多 伊 。 简 把 
800 美 元 存 人 信用 银行 或 男 一 银行 。 该 银行 保留 800 美元 的 
2 多 作为 储备 ， 而 把 640 (800 的 4/5) 美元 供给 艾 丽 斯 。 

魔术 演出 已 经 开始 。 乔 认为 他 有 1 000 美 元 ， 简 认为 她 有 
800 美元 ， 艾 丽 斯 认为 她 有 640 美元 。 开 始 只 有 乔 ' 布 洛 的 
1 000 美 元 。 现 在 , 无中生有， 有 了 1 000 美 元 + 800 美元 + 640 

元 =2 440 美 元 。 真 是 一 个 美妙 的 戏法 。 而 且 ， 这 些 银行 还 

赚 得 它们 创造 出 来 的 钱 的 利息 。 显 然 ， 银 行业 是 一 件 非常 令 人 
开心 的 事业 。 

现在 ， 艾 丽 斯 把 她 的 640 美元 存 人 银行 。 然 后 ， 银 行 把 
512 (640 的 4/5) 美元 贷 给 林 勒 斯 。 接 着 ， 林 勒 斯 又 存 人 这 
512 美元 ， 使 信用 银行 可 以 贷 给 马 德 琳 409.60 (512 的 4/5) 美 
元 。 如 此 等 等 。 让 我 们 来 看 看 ,假如 这 样 继续 进行 下 去 ， 存 ， 
贷 , 存 ， 贷 ,水 无 休止 ， 最终 总 计 钱 数 是 多 少 。 是 否 可 能 从 开 
始 的 1 000 美 元 创造 出 无 穷 量 的 钱 。 看 吧 。 

这 一 过 程 开始 于 1 000 美 元 的 存款 。 然 后 ,有 800 美元 , 它 
等 于 (4/5)1 000。 再 后 ,出 来 640 美 元 , 它 是 800 美元 的 4/5, 即 


2 
[9[ 人 1 00= [$1 000 
然后 ， 又 出 来 512 美元 ， 它 是 上 面 那 个 数 的 445， 即 
和][4] 1 oo =- [4] oo0-5D。 
3][3 5 


在 等 一 阶段 的 贷 出 数量 ， 是 4/5 乘 上 次 的 做 出 数量 。 所 以 ， 银 
行 贷 出 的 总 量 是 无 穷 和 
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100+ [地 ]1oo+[ 4 oo [ 4] oo+[ 4 100+ ee 。 
F 图 显示 所 涉及 的 笔 笔 的 钱 。 


$1 000 B512 $409.60 


我 们 想 要 知道 ,这 个 和 数量 有 限 还 是 无 穷 。 如 果 它 是 有 限 
的 , 是 多 少 ? 从 每 一 项 提出 因子 1,000 ， 我 们 得 到 
3 4 
bao[i[ 茹 + 和 [生生 
括号 中 的 和 是 一 个 几何 级 数 ， 我 们 已 在 第 十 八 章 研究 过 。 它 的 
和 是 


] -1 -5 
1- (4/5) 1/5 “° 


这 就 意味 着 ， 乔 ， 简 ， 艾 丽 斯 ， 林 和 勒 斯 ， 马 德 琳 等 人 认为 他 们 
拥有 的 钱 数 的 总 和 是 1 000 美元 x5= 5 000 美元 。( 经 济 学 家 称 
5 为 收益 增殖 率 。 这 个 增殖 率 与 必须 保留 作为 储备 的 百分比 有 
关 。 特别, 它 是 那个 分 数 的 倒数 。》 

哪里 有 1 000 美元 ， 哪 里 最 终 就 会 有 5 000 美元 。 无 论 如 
何 ,信用 银行 不 能 从 1 000 美元 赚 得 无 穷 量 的 钱 。 这 倒 让 人 放 
心 。 它 只 是 从 这 个 把 戏 中 拿 走 4 000 美元 。 
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本 章 的 一 位 读者 认为 ， 所 有 这 些 都 不 过 是 文学 作品 。“ 从 
银行 贷 多 少 最 终 必须 还 回 多 少 ， 还 得 加 上 利息 。” 贷 款 确实 要 
还 ,甚至 还 要 加 上 我 说 的 这 种 方式 创造 出 的 更 多 的 钱 。 我 劝 怀 
疑 者 去 参考 性 何 一 本 中 级 经 济 学 教科 书 。 

另 有 一 -种 方法 ， 可 以 看 出 1 000 美元 如 何 变 成 总 数 5 000 
美元 。 我 们 不 需要 几何 级 数 。 但 是 ， 我 们 必须 假设 ， 总 数 是 有 
限 的 。 这 是 一 个 很 大 的 假设 。 如 有 果 我 们 使 用 几何 级 数 ， 我 们 就 
余 须 假设 总 数 有 限 。 

称 总 数 为 T。 因 为 它 是 有 限 的 ， 所 以 我 们 可 用 它 作 算术 和 
代数 运算 。 (我 们 已 经 看 到 ， 它 最 终 变 成 了 5 000 美元 ,但 我 
们 假装 不 知道 。) 了 是 由 最 初 的 1 000 美元 存款 ， 以 及 所 有 后 继 
存款 组 成 的 。 称 后 面 这 些 存款 为 从 属 存款 。 每 一 次 从 属 存款 是 
上 一 次 存款 的 445。 下 图 描述 这 种 情况 。 


针 面 久久 和 


$1,000 $800 $640 $512 $409.60 
乘 4 4 乘 仿 先 4 、 乘 贸 乘 4 


4 a 


$800 $640 $512 $409.60 


从 属 存 款 


所 有 从 属 存款 之 和 是 (4/5) T。 于 是 ， 总 存款 T 全 是 肌 要 加 
四 175 
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的 1 000 美元 存款 和 所 有 从 属 存款 (4/53) T 之 和 。 换 句 话说 ， 


T=1 000+4T。 


余下 的 所 有 事情 就 是 求解 这 个 关于 了 的 方程 。 
我 们 不 喜欢 分 母 ， 故 以 5 乘 两 边 ， 得 到 
ST= 5 000+4T。 
两 边 减 去 4T 使 我 们 得 到 


T=5 000。 
于 是 ， 我 们 已 把 所 有 的 存款 加 在 一 起 ， 间 接地 证 明了 它们 总 共 
是 5 000 美元 。 这 意味 着 ， 我 们 已 经 发 现 


2 3 4 
1+ 所 +[] +[4] +[4] 二 


换 名 话说 ,信用 银行 向 我 们 提供 了 一 个 求 几何 级 数 之 和 的 
新 方法 。 就 像 无 中 生 有 地 赚钱 一 样 ， 这 是 不 可 思议 的 。( 这 方 
法 对 介 于 0 和 1 之 间 的 任何 数 rz 都 有 效 ， 不 只 是 4/5。 但 是 ， 
请 记 住 ， 在 使 用 这 个 方法 时 ， 我 们 必须 预先 假设 T 是 一 个 有 限 
数 。) 

你 的 脑子 里 可 能 会 有 一 个 疑问 , “为 什么 我 不 能 开办 银行 
呢 ?” 你 将 不 得 不 去 请 教 经 济 学 教授 们 。 他 们 大 概 会 给 你 一 套 
资料 或 一 本 手册 。 


第 二 十 章 ”一 切 为 了 了 解 分 数 


当 我 的 小 女儿 苏 姗 娜 念 五 年 级 时 ， 显 然 ， 她 的 老师 昌 在 教 
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别 的 课时 很 有 效率 ， 但 却 不 喜欢 数学 。 数 学 课 经 常 被 挤占 ， 以 
便 腾 出 时 间 用 于 其 他 。 有 时 几 天 不 上 一 次 数学 课 。 我 定期 参观 
这 个 班级 并 帮助 解决 难题 的 提议 被 伦 快 地 接受 了 。 

使 我 大 吃 一 惊 的 是 ,教室 里 没有 可 用 以 说 明 分 数 意义 的 物 
体 一 一 没有 量 杯 ,没有 直 尺 ， 没 有 所 谓 手动 操作 的 任何 器 具 。 
学 习 是 抽象 的 ， 就 像 代数 拓扑 方面 的 研究 生 课 一 样 。 除 了 几 个 
众所周知 的 馅 饼 被 切 成 相等 的 几 片 的 图 形 之 外 ， 凡 和平 没有 什么 
供 学 生 看 的 东西 。 理 想 的 情况 是 ， 教 室 里 应 该 有 大 最 的 道具 ， 
例如 直 尺 和 量 杯 等 。 作 为 一 个 开端 ， 我 起 码 能 作 一 条 数 直线 和 
一 个 分 数 盘 。 

为 了 作 一 条 数 直线 ， 取 一 张大 约 10 归 长 5 时 宽 的 纸 。 在 
纸 上 画 一 条 长 长 的 直线 ， 在 中 心 附近 写 一 个 0, 在 0 的 右边 约 
2 呢 处 写 一 个 1， 并 在 直线 上 标 出 一 些 常 见 的 整数 和 分 数 所 在 。 
它 可 能 狐 似 图 1。 


CO 
-2 -1 0 区 1 2 


图 上 

你 可 以 显示 出 分 母 从 2 至 5 甚至 更 大 的 分 数 。 甚 至 包括 几 
个 大 分 母 的 分 数 ， 例 如 230/95 和 231/95， 以 表明 它们 可 以 多 
么 接近 。 当 把 这 箱 到 家 里 或 学 校 的 墙 上 时 ， 孩 子 们 就 会 看 到 例 
如 


1_.2_3 1-2-3-4-5-6 
2-4-6' ”2347 6 


之 类 的 东西 。 这 些 等 式 说 明 一 个 作为 分 数 核心 的 概念 : 不 同 的 
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分 数 可 以 有 相同 的 值 。 我 把 负数 也 放 在 直线 上， 以 表明 直线 向 
两 个 方向 延伸 ， 向 右 和 向 左 。 

注意 , 一 个 分 数 不 一 定 小 于 1， 但 在 日 常生 活 中 总 是 。 在 
学 校 里 ， 一 个 大 于 1 的 分 数 ， 例 如 7/5， 称 为 假 分 数 ， 就 好 像 
这 个 分 数 作 错 了 什么 事 似 的 。 我 对 把 它 变 成 带 分 数 1 + 2/5， 
写成 13， 没有 激情 。 正 如 你 在 后 面 会 看 到 的 ， 当 你 要 作 分 数 
乘法 时 ， 保 留 它们 的 分 数 形式 ， 常 常 更 为 方便 。 例 如 ，?/ 乘 
以 83 比 1 生 狐 以 2 和 容易 得 多 。 

分 数 盘 也 是 容易 做 的 ， 我 做 了 一 个 ， 使 得 学 生 们 可 以 触摸 
到 某 种 东西 ， 并 来 回 移 动 。 我 从 标签 纸板 上 急 下 一 个 大 约 时 
宽 了 2 时 长 的 板 条 。 我 在 它 上面 写 一 个 1， 作 为 单位 。 然 后 我 
从 不 同 颜色 的 标签 纸板 上 剪 下 两 条 ， 
每 条 宽 工时 长 6 时 ， 并 在 其 上 标 出 
12。 类 似 地 ， 我 作 三 块 4 时 长 的 板 
条 , 标 上 1/3， 和 了 凤 块 3 时 长 的 板 
条 ， 标 上 1/4。 我 对 直到 12 的 所 有 
分 母 都 如 法 炮制 。 (不 方便 的 分 母 ， 
如 5 和 7, 会 比 好 的 分 母 ， 如 6, 8 
和 12， 带 来 稍 多 一 点 的 麻烦 ， 但 是 
我 作 它 们 的 近似 作 得 很 好 。) 我 把 所 
有 这 些 板 条 都 安装 在 一 个 框架 内 ， 
如 图 2 所 示 。 

假如 我 有 更 多 的 时 间 ， 我 就 会 让 一 些 学 生 做 这 样 的 分 数 
盘 。 类 侯 的 盘 可 以 买 到 ,但 只 有 较 少 的 分 母 。 
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re rn 


将 这 个 盘 放 在 一 个 书桌 上 ,我 向 - 名 学 和 提 汕 这 样 。 央 有 是?: 
哪个 大 ，1/2 还 是 1733 
哪个 大 ，2“3 还 是 172? 
哪个 大 ，2/x4 还 是 3/6? 
哪个 大 ，5/8 还 是 2/3? 


这 名 学 生 看 着 这 个 盘 , 或 者 拿 出 几 条 ,来 回 移 动 , 据 以 回答 问题 
我 的 下 一 个 问题 就 不 那么 容易 了 ，“ 哪 个 大 ，5/7 还 是 
7/10?” 如 图 3 所 示 ， 这 两 个 数 几乎 相等 。 


oe 


Ta 


1/10|1710 


1710,171011710 1710 1710 


这 名 学 生 怎样 才 会 确信 这 个 
答案 呢 ? 一 个 办 法 是 使 用 计算 
器 , 把 两 个 分 数 变 成 小 数 。 但 


图 3 


是 ， 一 个 出 学 分 数 的 学 生 是 看 不 to 


懂 计 算 器 的 显示 的 ， 因 


数 。 在 你 学 习 小 数 之 前 ， 你 必须 
了 解 分 数 。 (至 少 在 不 用 米 制 测 
量 长 度 的 美国 ， 你 要 这 样 做 。) 
例如 ，0.35 是 35/100 的 简写 。 


9 它 是 小 


图 4 


有 一 个 确定 大 小 的 简便 方法 ， 
它 依赖 于 等 价 分 数 或 相等 分 数 的 概念 。 为 了 引进 这 一 -概念 ,我 
亲 ,“ 利 用 分 数 盘 ， 你 能 找 出 等 于 172 的 其 他 分 数 吗 ? 在 盘 上 


把 它们 指出 来 。 
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学 生 们 展示 


4 表明， 如 何 用 分 数 盘 上 的 一 些小 块 来 说 明 这 个 观点 。 
等 价 的 分 数 描述 数 直 线 上 的 同一 点 。 用 算术 的 术语 来 说 ， 
它们 是 同一 有 理 数 的 不 同名 称 。 一 个 有 理 数 ， 就 是 一 个 能 够 表 
示 为 分 数 ， 且 分 子 分 母 都 是 整数 的 数 。 特 别 ， 每 个 自然 数 都 是 
分 数 。 例 如 ，13 可 以 写成 分 数 13/1。( 第 二 十 一 章 面 对 这 样 一 
个 问题 ,“ 每 一 个 数 都 是 分 数 吗 ?”) 
在 日 常生 活 中 ,我 们 不 用 有 理 数 这 个 词 。 我 们 只 用 分 数 。 
也 就 是 说 ,我 们 称 一 个 能 用 分 数 描述 ， 且 分 子 分 母 都 是 整数 的 
数 为 分 数 。 虽 然 两 次 使 用 分 数 这 个 词 不 会 产生 困难 ， 但 意识 到 
我 们 是 在 两 种 意义 下 使 用 这 个 词 是 一 个 好 主意 。 
学 生 们 找 出 了 一 些 等 价 于 1 或 2/3 的 分 数 。 于 是 ， 我 觉得 
学 生 们 已 经 易于 赞同 这 条 重要 的 原理 : 分 子 分 母 乘 同一 数 ,不 
改变 分 数值 。( 是 的 ， 如 果 学 生 们 已 对 某 事 物 的 理解 有 所 准备 ， 
你 告诉 他 们 相关 知识 ， 那 是 绝 好 的 。) 借助 于 这 个 思想 ， 你 就 
很 容易 比较 5/7 和 7/10。 
改写 这 两 个 分 数 ， 使 它们 的 分 母 相 同 。 用 起 来 最 简单 的 分 
母 是 7 乘 10， 或 70。 我 们 有 


5_5x10_50 和 了 -7x7_ 物 
7-7x1l0-70 


10- 10x7-70” 
现在 容易 看 出 ，5/7 大 于 7710， 因 为 和 大 于 49。 

分 数 盘 也 有 助 于 作 加 法 。 求 分 母 相同 的 分 数 之 和 ， 例 如 求 
3 2 


了 + 了， 
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是 容易 的 。 只 要 分 子 相 加 就 可 以 了 。(" 三 只 狗 加 两 只 狗 等 于 五 
只 狗 。”) 和 为 5/7。 但 是 , 求 和 数 

冯 + 寺 
就 不 能 这 么 快 了 。( 存 在 这 样 一 种 诱惑 :“ 分 子 和 分 子 相 加 ， 分 
母 和 分 母 相 加 ” ,得 2/5。 但 2/5 是 不 正确 的 : 它 小 于 两 个 被 加 
数 之 一 1/2。) 学 生 可 能 组 成 两 个 板 条 的 “火车 "， 如 图 5， 以 
表示 这 个 和 。 


[ V2 v3 |] 

图 5 

学 生 沿 分 数 盘 移动 这 列 火车 ， 直 至 I 它 与 一 个 适当 的 长 度 相 

当 ，, 如 图 6。 


172 173 


16 | 146 | 16|1 461 416 
图 6 
这 就 表明 ， 该 和 数 为 S/6。 在 再 有 几 个 像 这 样 的 例子 之 
后 ， 学 生 可 能 发 现 ， 相 加 两 个 分 数 的 最 简单 的 方法 ， 是 将 它们 
改写 ， 使 其 分 母 相 同 。( 如 果 学 生 没 注意 到 这 个 一 般 原则 ， 我 
自己 会 予以 氢 述 。) 握 须 使 用 分 数 盘 ， 我 们 有 


显然 ， 公 分 母 的 概念 ， 对 于 比较 两 个 分 数 的 大 小 和 将 两 个 
或 多 个 分 数 相 加 ， 都 是 关键 。 我 不 为 求 最 小 公分 母 而 烦恼 。 没 
有 必要 这 样 精致 或 节约 。 自 动 地 找 一 个 公分 母 是 如 此 之 易 : 只 
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须 将 两 分 母 相 乘 。 为 什么 要 把 生活 搞 得 不 必要 的 沉闷 乏味 ? 
请 看 我 怎样 求 


我 将 6 和 4 相 飞 , 得 24。 于 是 我 有 


和 


由 此 我 得 


我 承认 ，38/24 不 是 既 约 分 数 ， 但 那 又 怎么 样 呢 ? 如 果 需 
要 ， 我 能 把 它 约 简 。 对 38/24 感到 不 舒服 的 仁 何 人 ， 可 以 把 它 
约 化 成 19/12， 以 获得 满足 。 最后， 讨厌 假 分 数 的 人 ， 可 以 把 
它 写 为 1 证 。 

当然 。 我 可 以 在 那个 加 法 中 用 迪 作 为 公分 母 ， 但 是 那 会 
需要 花费 更 多 的 心思 。 在 作 算术 时 ， 我 要 的 是 自动 化 ， 而 不 是 


哲理 性 。 
减法 是 类 位 的 。 例 如 ， 
5_3_2_ 18_2 
6 4 24 24 24° 


关于 分 数 的 乘法 与 除法 怎么 桩 呢 ? 奇怪 ,两 者 原来 比 加 法 
和 减法 还 简单 。 在 这 两 种 情况 下 ， 都 没 必要 改变 分 母 。 
如 何 解释 分 数 的 乘法 ? 我 会 提醒 学 生 们 ，2 x 3 表示 “两 
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个 三 "。 然 后 ， 我 也 许 会 从 这 样 一 些 问题 开始 : 

12 的 172 是 多 少 ? 

1X3 的 172 是 多 4P7 

1/2 的 1/4 是 多 少 ? 
这 些 均 可 借助 于 分 数 盘 来 回答 。 在 再 有 一 些 与 此 类 似 的 问题 之 
后 ， 就 可 以 叙述 一 般 原理 : 两 个 分 子 都 是 ! 的 分 数 的 乘积 。 是 
一 个 分 子 为 1， 分母 为 两 分 母 乘积 的 分 数 。 

但 在 此 后 ,我 问 ,“3X5 的 1/2 是 多 少 ?” 学 生 们 知道 


. 同时 ， 


: 倍 。 所 以 ， 


是 它 的 三 


然后 ， 学 生 便 可 求 得 


1/2x3《X5 的 七 倍 。 所 以 


= 了 xx 


因为 它 是 
了 >x 孔 3 
2 “5 10= 名。 


在 更 多 的 与 此 类 做 的 例子 之 后 . 学 生 或 我 就 可 叙述 一 般 原理 : 

为 张 两 个 分 数 ， 只 须 分 子 和 分 子 相 乘 ， 分 母 和 分 母 相 冬 。 
我 们 看 到 ， 乘 两 个 分 数 是 十 分 容易 的 。 和 遗 做 的 是 ， 许 多 孩 

子 想 用 分 子 相 加 和 和 分母 相 加 的 办 法 来 作 两 个 分 数 相 加 。 正 如 我 
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my 
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们 已 经 着 到， 分 数 的 加 法 比 这 复杂 得 多 。 为 使 学 生 认识 到 他 们 
希望 的 捷径 是 不 对 的 ， 计 他 们 用 它 来 求 世界 上 最 简单 的 分 数 和 


他 们 会 得 到 2/4， 它 等 于 172。 但 是 ， 一 半 加 一 半 不 是 - 半 。 

在 加 法 ， 减 法 和 鲜 法 之 后 ， 接 着 来 的 是 分 数 的 除法 。 娃 解 
除法 的 关键 ， 是 分 数 乘法 的 一 个 简单 性 质 。 我 将 用 个 例子 来 
介绍 这 个 原则 。 


2,.9 
9*2 
是 多 少 ? 按 分 数 相 乘 的 法 则 ， 
2.9_18_ 
9*27187 
类 似 地 ， 
4_4- 
4XT= 才 = 


这 只 不 过 是 说 ,“ 四 的 四 分 之 一 是 一 ,” 从 数 直线 上 来 在， 这 是 
合理 的 。 然 后 ， 几 个 类 做 的 例子 导致 另 一 基本 原则 : 一 个 分 数 
和 将 它 “ 上 下 颠倒 ” 厕 得 的 分 数 之 乘积 恰好 是 1。 

在 讨论 分 数 除法 之 前 ， 我 想 先 用 一 点 时 间 讨 论 整 数 除法 。 
我 们 说 “6 除 以 2 得 3” 是 什么 意思 呢 ? 我 们 是 在 提 这 样 一 个 
问题 ,“2 汪 多 少 得 6?” 换 名 话说 ， 我 们 是 在 问 ， 在 等 式 

2x =6 

的 方 框 中 应 该 是 什么 数 。 这 就 是 我 们 所 说 的 ，“2 的 三 倍 是 6”。 

那么 , 7“10 除 以 249 是 多 少 ? 用 数 直线 或 分 数 盘 的 语言 
来 涪 ， 这 是 在 同 ,，“ 沿 着 7710 可 以 放 多 少 个 2/9?” 图 7 表明 ， 


th bn ambers er 
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可 以 帮 三 个 多 点 。 
2/9 


2/9 2/9 | 
wiojivtoh /ol wg 1/10, 
图 7 


证 。 


所 以 ，7A10 除 以 29 应 在 3 与 4 之 闻 的 某 处 。 这 将 作为 对 


而 即将 进行 的 计算 的 验 


我 们 为 获得 精 克 答案 

我 们 起 要 诗 充 等 式 
2 了 
35*L]=16 


吕 
的 27/9。 为 此 ， 以 9%2 乘 这 等 式 的 两 边 : 


的 方 框 。 为 了 使 这 方 框 单独 出 现 ， 我 们 必须 去 掉 摆 在 


它 前 面 


9 .2 了 9 
2*9* 10*2° 
但 是 
多 x 名 =1。 
所 以 ,我 们 有 
了 、9 
1xL =xz。 


因为 1 先 任 何 数 得 该 数 ， 我 们 有 
口 =*3。 
这 就 告诉 我 们 ，7/10 除 以 29 得 自 于 
7/10 莱 以 9/2”。 答 案 是 


“将 2/9 上 下 颠倒 ， 而 将 
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现在 ，63/20 是 3+3/20, 比 3 大 一 点 ， 与 我 们 在 这 问题 开始 
的 观察 - - 致 。 
简单 地 说 ， 
7/10 7 .9_6 


顺便 说 -一 下 ， 我 将 永远 ,永远 不 写 
了 :了 
10 ”9 
从 代数 往 后 ， 符 号 “+ ”在 数学 中 就 废弃 不 用 。 

我 感到 惊奇 ， 分 数 的 除法 比 它们 的 加 靶 还 容易 。 只 要 我 们 
懂得 为 什么 “将 一 个 分 数 上 下 颐 倒 然 后 相 汪 ”是 合理 的 ， 奢 
么 、 机械 化 的 程序 几 平 母 须 思 考 。 

假如 我 们 知道 如 何 加 ， 减 ， 乘 整数 ， 我 们 就 能 很 容易 地 
加 ， 减 ， 乘 ， 除 分 数 。 加 减 的 关键 是 使 丙 分 数 有 共同 的 分 母 。 
只 须 把 握 两 个 原则 。 第 一 ， 分 子 分 母 乘 同一 数 ， 不 改变 分 数 
值 。 第 二 ， 一 个 分 数 和 将 它 “ 上 下 十 倒 ” 而 得 的 分 数 之 乘积 为 
lo 


分 数 的 算术 就 是 这 些 。 没 有 理由 对 它们 大 惊 小 怪 。 


第 二 十 一 章 ”每 一 个 数 都 是 分 数 蚂 9 


为 把 一 颗 人 造 卫 星 放 在 围绕 地 球 的 轨道 上 ， 你 必须 给 它 大 
约 每 小 时 17 717 哩 的 速度 。 但 是 ， 为 把 一 个 有 效 载荷 送 到 外 层 
空间 运行 ， 并 且 永 不 掉 画 地 球 ， 你 必须 至 少 以 大 约 每 小 时 
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25 3 再 的 速度 把 它 发 射出 去 。 这 两 个 数 的 比值 是 25 055/ 
17 717， 约 为 1.414。1.414 这 个 数 只 是 近似 二 逃逸 速度 /轨道 
速度 〈 逃 揭 速 度 就 是 克服 地 球 引 万 的 还 度 -一 一 译注 )。 物 理学 
家 已 经 用 微 积分 找到 ， 这 个 实际 的 比值 是 2，2 的 平方 根 。 而 
且 , 这 同 -- 比 值 也 适用 于 从 任何 天 体 〈 包 括 月 球 和 其 他 行星 ) 
上 发 射 。 

注意 ，1.414 不 是 2 的 平方 根 因为 1.414 的 平方 是 
1.999396。 接 近 ， 但 不 是 。 事 实 上 ， 因 为 1.44 以 4 结尾 ， 它 
的 平方 必 将 以 6 结尾 。 这 本 身 就 告诉 我 们 ，1.414 的 平方 不 能 
是 2。 根 据 同样 的 道理 ， 任 何 有 尽 小 数 都 不 能 是 2 的 平方 根 。 
没有 这 样 的 可 能 : 它 的 平方 在 小 数 点 后 面具 有 0， 而 小 数 点 左 
边 为 2。 

好 啦 ， 如 果 妨 不是 一 个 只 有 有 限 位 的 小 数 ， 那 它 会 是 何 种 
可 恶 的 东西 呢 ? 它 可 能 是 一 个 分 数 ， 即 一 个 形 如 mn 的 数 ， 
其 中 四 和 mm 都 是 自然 数 ? 我 们 称 这 样 一 个 数 为 有 理 数 ， 或 更 
习惯 地 称 为 分 数 。 (更 一 般 地 ,任何 数 若 能 写成 ma 的 形式 ， 
其 中 m 是 一 个 整数 ，n 是 一 个 自然 数 ， 则 被 称 为 有 理 数 。》 

我 们 在 问 ，、 是 否 有 两 个 自然 数 m 和 n 使 得 /2 = ma。 如果 
有 这 样 两 个 数 ， 我 们 可 以 消去 任何 公 因子 。 因 此 ， 如 果 2 的 平 
方 根 是 一 个 分 数 ， 那 就 一 定 有 两 个 无 大 于 | 的 公 因 子 的 自然 数 
nH 和 n， 使 得 Y2 = m/n。 

注意 ， 关 于 ,2 的 基本 事实 是 ， 它 的 平方 是 2。 实 际 上 ,我 
们 对 它 的 了 解 仅 止 于 此 。 因 此 我 们 有 


[站 ->。 
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从 而 


2 
mr 
下 =2。 


为 了 简化 我 们 的 工作 ， 我 们 要 除 掉 分 母 。 为 此 ， 我 们 以 

四 汪 上 式 的 两 边 ， 得 到 

m=2m。 
我 们 不 再 需要 性 虑 平方 根 和 商 。 我 们 已 经 运动 天 了 比较 简单 的 
自然 数 及 其 乘积 的 世界 。 我 们 现在 已 不 是 问 “2 的 平方 根 是 一 
个 分 数 吗 ?” 而 是 要 问 “ 一 个 自然 数 的 平方 的 两 倍 能 否 还 是 一 - 
个 自然 数 的 平方 ?” 虽 然 听 起 来 这 完全 不 像 我 们 原先 提出 的 问 
题 , 但 它 是 同一 回 事 。 

就 是 为 了 获得 对 新 问题 的 感觉 ， 让 我 们 作 些 实验 。L 的 
两 倍 是 一 个 平方 数 吧 ? 不 是 ， 它 是 2。2 的 两 倍 是 一 个 平方 数 
吗 ? 不 是 , 它 是 8。 这 正好 错过 作为 一 个 平方 数 的 机 会 ， 因 为 
9 是 一 个 平方 数 。 错 过 得 不 多 ， 但 在 我 们 的 问题 里 ， 一 时 和 一 
哩 是 一 样 的 。 你 可 能 想 再 试 几 个 例子 。 例 如 ， 邓 的 两 倍 是 50， 
它 和 平方 数 物 差 1。 但 是 ， 正如 我 们 在 第 十 五 章 见 到 的 那样 ， 
一 百 万 次 实验 也 不 解决 问题 ， 除 非 我 们 碰巧 找到 一 个 平方 数 ， 
它 的 双 倍 也 是 平方 数 。 幸 好 ， 古 希腊 的 数学 家 们 证 明了 ,之 无 
疑问 ， 没 有 人 能 找到 这 样 一 个 平方 数 。 他 们 的 推理 涉及 奇数 和 
偶数 的 概念 。 让 我 们 来 看 ， 他 们 是 怎么 做 的 。 

一 个 奇 自然 数 以 1，3，5，7 或 9 结尾 。 因 此， 你 可 以 验 
证 ， 它 的 平方 似 1，$ 或 9 结尾 。 所 以 ， 奇 自然 数 的 平方 是 奇 
数 。 换 句 话说， 如 果 一 个 自然 数 的 平方 是 偶数 ， 则 该 数 本 身 一 
定 是 偶数 。 这 就 是 我 们 所 需要 的 全 部 。{ 如 果 有 人 跟 你 说 ，“ 我 
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亚 想 到 ` 一 个 自然 数 ， 它 的 平方 是 偶数 "， 那 你 可 以 说 ,“ 你 所 起 
的 数 一 定 是 偶数 。) 

现在 很 设 m 和 n 是 自然 数 ， 且 吧 = 2 于。 正如 我 们 已 经 提 
到 的 那样 ， 我 们 可 以 认为 m 和 n 没有 大 于 1 的 公 因 子 。 

因为 2m 有 一 个 因子 2， 所 以 它 是 偶数 。( 实 际 上 ,， 伪 数 的 
定义 就 是 它 有 一 个 因子 2。) 这 就 告诉 我 们 ，m? 也 是 偶数 。 于 
是 ， 正 如 我 们 刚才 指出 的 那样 ，m 是 偶数 。 这 就 意味 着 有 一 个 
自然 数 9， 使 得 m= 2q。 

等 式 吧 = 2m 成 为 


《2q)2= 2m， 
它 给 予 我 们 
49 = 2n2。 
从 这 个 等 式 的 两 边 消 去 2， 产 生 等 式 
2 中 = 站。 


这 个 等 式 告诉 我 们 ，e 是 偶数 。 所 以 ，n 是 偶数 。 

现在 我 们 得 到 ，m 和 n 都 是 偶数 。 这 就 意味 着 它们 以 2 作 
为 公 因子 。 这 与 我 们 所 知道 的 它们 的 最 大 公 因 子 就 是 1 相 矛 
慎 。 这 个 矛盾 -- 定 是 在 我 们 的 讨论 中 某 一 错误 假设 引起 的 。 但 
是 ， 我 们 所 作 的 惟一 假设 ， 就 是 /5 为 有 理 数 。 我 们 不 得 不 作出 
结论 ， 忆 不 能 写成 分 子 分 母 都 是 自然 数 的 分 数 。 简 单 地 说 , 它 
不 是 有 理 数 。 

民 不 是 有 理 数 并 未 使 发 射 火 箭 复 杂 化 。 物 理学 家 和 天 文学 
家 们 可 以 用 小 数 表示 逼近 它 ， 其 下 近 程度 唯 他 们 所 愿 。 例 如 ， 
为 了 实用 的 目的 ，1.414214 就 足够 好 了 。 这 个 数 是 分 数 
1414 214/1 000 000 的 变形 。 
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不 是 有 理 数 的 数 被 称 为 无 理 数 。 有 理 数 和 无 理 数 都 被 称 为 
实数 。 

一 且 我 们 拥有 一 个 无 理 数 ， 例 如 ,2 ， 我 们 就 可 以 造 出 无 下 
多 个 无 理 数 。 比 方 说 ， 


了 
了 


也 是 一 个 无 理 数 。 因 为 ,如果 它 是 有 理 数 ， 那 就 有 自然 数 m 
和 nm， 使 得 
地 有 = 时 。 
以 3/7 乘 此 等 式 的 两 边 ， 我 们 得 到 
万 = 并。 
因为 3m 和 7n 都 是 自然 数 ， 我 们 竟然 得 到 ，2 的 平方 根 是 有 理 
数 。 所 以 ,我 们 的 假设 (7/3) 如是 有 理 数 ， 一 定 是 错误 的 。 
因此 它 是 无 理 数 。 
同样 的 论证 表明 ， 对 任何 异 于 0 的 有 理 数 r，r\2 是 无 理 
数 。 注 意 ， 任 何 两 个 有 理 数 ， 无 论 它们 彼此 多 女 接近 ， 在 它们 
之 间 ， 总 有 无 穷 多 个 有 理 数 。 (暂停 ， 并 弄 清楚 为 什么 会 是 这 
样 。) 当 我 们 选取 有 理 数 +， 使 它们 按 我 们 的 要 求 彼此 充分 接 
近 时 ， 数 rV5 也 会 按 我 们 的 要 求 充分 接近 。 所 以 ， 在 任何 两 数 
之 间 。 总 有 无 穷 多 个 无 理 数 。 这 两 类 数 在 数 直 线 上 到 处 挫 和 ， 
以 密切 而 复杂 的 缠 结 方式 共存 。 
虽然 无 理 数 如 此 丰富 ， 但 我 们 在 日 常生 活 中 从 未 见 到 它 
们 。 价格 永远 是 有 理 数 ; 例如 ， 多 9.37 是 97/100。 一 位 木工 
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测量 - 个 锯条 的 宽度 ， 满 足 于 一 个 类 似 2 基 的 数 ; 2 出 也 是 一 
个 有 理 数 ， 即 159/64。 击 球 手 平均 得 分 数 表 定 也 是 有 理 数 ， 
为 它 是 击 中 数 除 以 击 球 数 。 
直到 大 约 公元 前 500 年 为 止 ， 数 学 家 们 都 以 为 ， 所 有 数 都 
是 有 理 数 。 希 腊 入 关于 存在 无 理 数 的 发 现 ， 大 大 影响 了 他 介 ] 的 
推理 。 例 如 ， 当 阿 基 米 德 〈 公 元 前 287 一 212) 发 明 他 的 杠杆 原 
理 时 ， 他 不 得 不 根据 两 平衡 重量 之 比 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ， 把 
他 的 论证 分 成 两 种 情形 。 
希腊 入 考 哄 有 理 数 和 无 理 数 ， 跟 我 们 完全 不 同 。 对 他 们 来 
说 ， 算 术 就 是 几何 ， 而 且 他 们 把 一 个 数 看 成 一 个 线段 的 长 度 。 
他 们 的 基本 概念 是 , “一 个 线段 可 以 量度 另 一 个 线段 ”。 
所 谓 线段 AB 可 以 量度 另 一 
线段 CD， 就 是 我 们 能 够 沿 着 CD 4 8 
放置 一 定数 量 的 AB 复制 品 ， 使 1 
与 CD 正好 相当 。 图 1 展示 AB 的 D 
可 以 量度 CD 的 情形 ， 其 中 3 个 
AB 复制 品 与 CD 相当 。 
存在 我 们 想 要 多 短 就 能 多 短 。 Cc 一 一 一 一 
的 线段 ， 可 以 量度 CD。 例如， 
长 为 CD 的 一 百 万 分 之 一 的 线 三 
段 ， 也 可 量度 CD， 因 为 沿 着 CD 
可 以 放置 它 的 一 - 百 万 个 复制 品 。 
现在 考 虐 两 个 线段 ， 如 图 2 的 CD 和 EF。 
是 否 必 有 一 线段 A8， 哪 怕 很 敌 ， 可 以 同时 量度 线段 CD 
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和 亚 呢 ? 直到 公元 前 500 年 ， 数 学 家 们 都 以 为 总 有 这 样 一 个 
公 度 。 

让 我 们 把 这 些 几 何 观 点 转 4 8 
译 为 数 的 算术 。 一 
何 时 一 长 为 + 的 线段 AB 
可 以 量度 一 长 为 a 的 线段 CD 
了 昵 ? 回答 : 存在 一 个 自然 数 器 使 得 mr=a 之 时 。 这 时 ，AB 的 
m 个 复制 品 沿 CD 放置 正好 合适 ， 如 图 3， 其 呈 m 为 6。 

在 这 个 情况 下 ，AB 的 长 度 是 a/6。 可 以 量度 CD 的 线段 长 
度 有 ax1，a2，a/3，a4，…， 你 想 要 多 小 就 能 多 小 。 

现在 设想 有 两 个 线段 ， 一 个 长 度 为 a， 另 - -个 长 度 为 b。 
对 于 什么 样 的 数 a 和 b， 两 个 线段 会 有 一 个 公 度 ? 如果 这 个 公 
度 的 长 是 r， 那 就 一 定 有 自然 数 m 和 rn， 使 得 


图 3 


a=mr, 
b= nre 
这 就 告诉 我 们 
总 = 如 
b mr 
从 而 
卫 = 耳 
b nm” 


即使 a 和 b 可 能 是 两 个 不 怎么 好 的 数 ,或 许 是 无 理 数 ,但 它 
们 之 商 一 定 可 以 表示 为 mn 的 形式 ,其 中 m 和 n 都 是 自然 数 。 换 
和 旬 话 说 ,如 果 长 为 x 和 b 的 线段 有 一 个 公 度 ,a/b 一 定 是 有 理 数 。 

例如 , 如 果 a= 10 2, b = 23 忆 ， 那 它们 就 有 一 个 公 度 ， 
即 有 2。 而 且 ，ayb 的 确 是 有 理 数 ， 也 就 是 10/23。 
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让 我 们 把 这 应 用 于 图 4 中 直角 三 
角形 的 斜 边 和 一 个 直角 边 。 

按 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 见 第 二 十 一 1 
章 )，& = 12+1。 所 以 ，e= ,而 且 
条 边 与 一 个 直 节 边 之 比 为 2/1 = 全 ， ! 
不 是 有 理 数 。 所 以 ， 对 于 这 两 个 长 图 4 
度 、 没 有 公 度 。 

如 果 两 个 线段 的 长 度 之 比 为 有 理 数 ， 那 又 怎么 样 呢 ? 是 否 
意味 着 它们 有 公 度 呢 ? 让 我 们 看 看 。 

称 这 两 个 长 度 为 a 和 b。 假 设 a/b 是 有 理 数 ， 即 有 自然 数 
mn 和 n,， 使 得 


bn® 
以 bn 乘 这 个 等 式 的 两 边 ， 以 清除 分 母 ， 我 们 得 到 
an = bmo 
然后 除 以 mn 得 
和 2b, 
mn 


这 个 等 式 告诉 我 们 什么 呢 ? 它 说 , “如 果 你 把 -个 长 度 为 
a 的 线段 分 割 成 相等 的 m 小 段 ， 而 把 一 个 长 度 为 b 的 线段 分 割 | 
成 相等 的 n 小段 ， 那么， 所 有 这 些小 段 有 相同 的 长 度 。” 称 此 
公共 长 度 为 r。 一 个 长 为 + 的 线段 可 以 同时 量度 那 两 个 线段 ， 
所 以 ， 长 度 为 a 和 的 线段 有 公 度 。 
这 一 迁 回 的 要 点 是 ， 希 腊 人 的 概念 “有 公 度 ”和 我 们 的 概 
“长 度 之 比 是 有 理 数 "， 是 一 样 的 。 
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没有 公 度 的 线段 常 在 几何 中 出 现 。 下 面 是 几何 学 家 G. DD. 
查 克 里 安 让 我 注意 的 另外 一 全 例子 。 首 先 ， 画 一 个 正方 形 ， 如 
5。 

现在 ， 在 它 的 右边 粘 上 一 个 小 矩 ” B 
形 , 但 不 能 是 任意 矩形 沿 着 BD 边 从 
-个 很 窑 的 矩形 开始 ， 逐 渐 增 加 宽度 ， 
直到 你 得 到 这 样 一 个 矩形 APFC， 以 至 
于 你 加 上 去 的 小 矩形 BEFD 与 大 矩形 “由 了 
AEFC 有 相间 的 形状 ， 如 图 6。 
矩形 BEFD 与 矩形 AEFC 有 相同 的 
比例 ， 但 它 被 旋转 了 90?。 它 不 过 是 大 
秆 形 AEFC 按 比例 缩小 的 形式 。 
让 我 们 完全 不 用 算术 ， 只 用 图 形 ， 
来 说 明 长 度 AC 和 AE 没有 公 度 。 ° 

首先 假设 AC 和 AE 有 一 公 度 r 因 
为 AC= AB, r 也 可 量度 AB。 图 7 展示 这 一 情况 。 

所 以 ，r 同 样 可 以 量度 BE。 它 也 可 4 二 
以 量度 EE， 因为 AC 和 FF 有 相同 的 长 
度 。 于 是 , r+ 可 以 量度 小 矩形 BEFD 的 
两 个 边 。 但 BEFD 与 大 矩形 AEFC 有 相 
同 的 形状 。 所 以 ， 往 下 我 们 可 以 针对 。 
BEFD 继续 进行 。 

在 矩形 BEFD 中 作 正 方形 BEGH。BEFD 内 笨 | 下 的 是 一 个 与 
BEFD 相似 的 矩形 HGFD ， 如 图 8 所 示 。 这 个 矩形 是 我 们 由 之 
出 发 的 矩形 AEFC 的 缩影 。 


各 B E 


m 


5 下 
图 7 
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因为 BE 等 于 EG, r 也 可 量度 EC， 8 一 一 
从 而 量 麻 FG。 注 意 :也 可 量度 DF。 所 
以 ,可 以 量度 小 矩形 HGFD 的 两 边 。 ¢ 
这 一 推理 过 程 可 以 不 断 进行 下 去 ， 产 生 
出 越 来 越 小 而 其 两 边 可 以 用 > 量 度 的 矩 了 7 
形 。 但 这 是 荣 漆 的。 最终 这 些 矩形 会 变 国 8 
得 如 此 地 小 ， 以 致 它们 的 万 长 小 于 x 因此 ，r 不 可 能 最 度 它 
们 。 这 就 表明 ， 原 来 矩形 的 两 边 没有 公 度 。 所 以 ， 不 论 那 两 个 


这 是 什么 样 ， 它们 的 比 是 一 个 无 理 数 。 (你 可 利用 代数 证 明 长 
宽 比 是 (1 + 将 ) /2， 即 我 们 在 第 六 章 中 结识 的 老 朋 友 一 一 黄 
金 比 ， 它 常常 会 突然 出 现在 许多 数学 分 支 中 。) 

1761 年 , J].H. 兰 伯 特 《1728 一 1777) 证 明了 ,是 无 理 
数 。 这 就 包含 ，- 个 圆 的 直径 与 周 长 没 有 公 度 。 换 句 话说， 你 
永远 找 不 到 一 个 其 直径 和 有 周 长 以 时 计 都 是 自然 数 的 圆 。 
研究 下 述 概念 是 一 个 愉快 的 练习 ， 这 个 概念 听 起 来 位 与 有 
公 度 正 相 友 。 称 两 个 长 度 a 和 b 为 可 比较 的 ， 如 果 有 某 长 度 ， 
使 得 a 可 量度 c，b 也 可 量度 c。 假 如 两 个 长 度 有 公 度 ， 它 们 :~ 
定 可 比较 吗 ? 假如 它们 是 可 比较 的 ， 它 们 一 定 有 公 度 吗 ? 

本 章 我 们 探索 了 有 理 数 和 无 理 数 之 间 的 不 同 之 处 。 第 二 十 
六 章 研究 这 样 一 个 问题 , “无理 数 正好 和 有 理 数 一 样 多 吧 ?” 乍 
一 看 来 ， 这 个 问题 似乎 有 些 奇 怪 ， 因 为 每 一 种 数 都 有 无 穷 多 
个 。 但 是 ， 那 令 人 停 奇 的 答案 ， 虽 然 基于 一 个 如 此 简单 的 概 
念 ， 以 致 我 们 经 常 在 幼儿 园 和 一 年 级 见 到 它 ， 却 有 深刻 的 涵 
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第 二 十 二 章 


一 块 用 胶合 板 和 箱子 


直角 三 角形 的 三 个 边 


做 成 的 测 地 板 ， 是 探测 边界 由 直线 段 


组 成 的 图 形 面积 的 方便 工具 。 为 了 做 一 块 测 地 板 ， 我 们 从 厚度 


为 /2 时 的 胶合 板 上 割 下 


此 板 上 商 出 间隔 为 ! 叶 的 
最 后 ， 在 每 一 点 喜 进 一 枚 


一 个 边 长 为 14 时 的 止 方形。 然后 在 
加 点 ， 沿 边缘 保留 1Z2 时 的 空白 区 。 
2 叶 的 精制 钉子 。 做 成 的 测 地 概 应 当 


和 图 ! 相似 ,该 图 展示 的 两 个 板 ， 一 为 透视 图 ， 一 为 俯视 图 。 


鼓 进 196 枚 钉子 
可 能 不 很 有 趣 ， 但 它 
却 使 一 块 测 地 板 大 得 
足以 进行 十 分 广泛 的 
实验 。 因 为 边界 是 钉 


距 的 一 半 ， 你 可 以 把 


种 形状 和 大 小 的 多 边 形 。 


点 ， 然 后 在 它们 之 间作 


图 1 


测 地 板 。 于 是 ， 通 过 拉 直 钉子 之 间 的 橡皮 筋 ， 你 就 可 以 构成 各 


作为 测 地 板 的 一 个 替代 ， 你 可 以 在 纸 上 画 出 有 固定 间隔 的 


直线 ， 以 形成 多 边 形 。 但 是 ， 在 每 次 


实验 之 后 ， 你 必须 或 者 榨 掉 这 些 直线 ， 或 者 拿 一 张 新 纸 从 头 开 


始 。 


现在 设想 你 在 测 地 板 上 构成 一 个 无 岂 隆 的 多 边 形 ， 如 图 
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为 求 这 样 一 个 多 边 形 的 面积 ， 先 
作 一 个 围绕 它 的 扼 形 框架 。 然 后 把 这 
个 多 边 形 和 这 个 框 保 之 间 的 面积 ， 分 
成 一 些 项 点 在 钉子 处 的 矩形 和 直角 三 。。“。“。。， 
角形 ， 如 图 3。 图 2 

因为 - 个 矩形 的 面积 就 是 它 的 宽 
与 长 的 乘积 , 而 -- 个 直角 三 角形 的 面 “。，，。。*。* 
积 是 底 乘 高 的 一 半 ， 所 以 ， 这 个 多 边 。“ 。 
形 之 外 的 面积 易于 求 出 。 然 后 从 你 所 六 。 


作 的 框架 的 面积 减 去 这 个 面积 , 便 得 “ [> 


到 这 个 多 边 形 的 面积 。 计 算 如 下 : “ . 
和 的 面积 =1x1=1。 ee 


B 的 面积 = (172) xl1x2=1。 

C 的 面积 = (1/2) xlx1l=172。 

了 的 面积 = (1/2) xl1x3=3/2。 

王 的 面积 = (1/2) xl1x2=1。 

框架 的 面积 =3 x 3=9。 
于 是 ， 这 和 多边 形 的 面积 为 

9- [1l+l+1/2+3/2+1] =9-5=4 平 方 时 。 

应 该 承认 ， 这 是 一 个 求 面积 的 间接 方法 。 自 然 得 多 的 方法 
是 ,保持 在 多 边 形 之 内 ， 把 它 分 割 成 一 些 所 有 顶点 都 在 钉子 处 
的 矩形 和 直角 三 角形 。 欢 迎 你 来 试 试 。 我 作 不 了 。 

在 计算 了 各 种 各 样 的 多 边 形 面 积 之 后 ， 你 就 可 以 进行 导致 
著名 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 实验 了 ， 这 个 定理 把 一 个 直角 三 角形 
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的 三 个 边 长 联系 在 起 。 

首先 ， 拉 直 一 条 或 几 条 橡皮 筋 ， 以 形成 一 个 直角 边 长 为 1 和 2 
的 真 角 二 角形。 然后， 使 用 多 条 橡皮 筋 ， 在 这 个 二 角形 的 第 三 
边 的 基础 上， 形成 一 个 正方 形 。 这 个 最 长 的 第 三 边 员 做 斜 边 
《hypotenuse) ， 来 自 希 腊 文 hupo (在下) 和 tenien ( 拉 直 )。 几 
何 形 状 如 图 4 所 示 。 


5: 


图 4 图 5 


如 果 你 实验 过 ,你 就 会 发 现 ， 你 总 可 以 找到 了 两 个 钉 了 完成 
这 个 正方 形 。 然 后 ， 如 图 5 所 示 ， 借 勋 一 个 杜 架 ， 求 出 这 个 正 
方形 的 面积 。 
为 这 个 框架 的 面积 为 9， 市 我 们 要 减 去 的 四 个 三 角形 ， 
每 个 面积 都 是 1， 所 以 在 这 个 斜 边 上 的 正方 形 的 面积 为 9-4 = 
5 平方 时 。 (顺便 说 一 句 ， 你 也 可 以 保持 在 这 个 正方 形 之 内 
出 这 个 面积 。) 

这 一 计算 也 可 对 测 地 板 上 形成 的 其 他 直角 三 角形 来 作 。 利 
用 充分 小 的 三 角形 ， 使 得 它们 和 在 它们 的 斜 边 上 建立 起 米 的 正 
右 形 都 在 … 块 测 地 板 内 ， 我 们 可 能 会 收集 到 下 列 数据 : 
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三 角形 的 第 一 个 直角 边 1 1 1 1 2 2 2 3 
三 角形 的 第 二 个 直角 边 1 2 3 4 3 4 5 4 
和 斜 边 上 正方 形 的 面积 2 5 10 1I7 3 20 29 5 


(第 二 列 记 录 着 我 们 所 作 的 实例 。) 你 看 到 描述 正方 形 的 面积 通 
过 两 边 的 长 度 表 示 的 规律 吗 ?如果 没 有 ， 你 可 以 对 更 多 的 三 角 
形 作 实验 。 ( 别 看 下 一 段 。 假 如 这 是 -一 本 教科 书 的 话 ， 我 就 不 
会 把 它 写 进去 :) 

这 规律 原来 是 ,“ 斜 边 上 形成 的 王 方 形 的 面积 等 于 一 数 之 
和 ， 这 二 数 是 ， 一 个 直角 边 的 自 乘积 和 另 一 直角 边 的 自 乘积 。 
这 就 是 毕 达 梧 拉 斯 定理 。 我 以 实验 瞳 示 的 形式 提出 这 个 定理 ， 
部 分 用 几何 语言 正方 形 ， 部 分 用 算术 语言 积 与 和 ， 进 行 叙述 。 

为 了 完全 用 几何 语言 叙述 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 我 人 曾 出 两 个 
直角 边 上 形成 的 正方 形 ， 如 图 6。 

坝 在 . 它 的 内 容 是 ，“ 斜 边 上 正 
方形 的 面积 ， 是 两 直角 边 上 正方 形 的 


面积 之 和 。” 用 图 6 所 示 的 长 度 a，b， < 

表示 ， 它 就 是 ， 
=a+ bo 

人 们 通常 记得 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 正 可 

是 这 种 形式 。 


借助 于 测 地板 所 作 的 这 些 实验 ， 证 明 毕 达 哥 拉 斯 定理 对 所 
有 真 角 三 角形 都 成 立 吗 ? 完全 不 是 。 不 过 ， 确 有 简单 的 论证 表 
硬 它 为 什么 总 是 对 的 。 最 简单 的 一 个 论证 ， 不 需要 任何 语言 。 
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它 是 中 国 数学 农 在 -- 王 多 年 前 发 现 的 ， 并 验证 了 俗话 所 说 一 个 
图 形 顶 一 千 句 话 。 在 这 个 实例 里 ， 图 形 展 示 以 两 种 方式 分 割 一 


个 正方形， 如 图 7。( 八 个 三 角形 恒 等 。) 


看 它 一 会 
儿 。 让 我 眼 你 
说 。 只 需要 你 几 
分 钟 的 时 间 。 亚 


须 作 任何 记录 和 
任何 计算 ， 只 是 


图 7 


比较 面积 。 你 就 会 明白 ， 为 什么 左边 这 个 斜 放 的 正方 形 的 面积 


会 等 于 右边 两 个 小 正方 形 的 总 面积 。 
理 。 


这 就 证 明了 毕 达 哥 拉 斯 定 


作为 这 个 定理 的 举例 ,我 们 来 求 两 直角 边 都 是 1 的 直角 三 


角形 的 斜 边 。 称 该 斜 边 的 长 度 为 c， 


+ 


像 大 部 分 数学 史 一 样 ， 毕 达 哥 


我 们 有 


0 


由 此 可 见 , =2, 因 此。 是 2 的 平方 根 , 约 为 1.414。 


拉 斯 定理 的 历史 是 … 片 模 


糊 。 先 干 毕 达 哥 拉 斯 一 千 多 年 的 巴比伦 数学 家 们 早已 熟悉 这 个 
定理 。 他 们 可 能 有 过 证 明 ， 也 可 能 只 是 从 实验 中 引出 。 例 如 ， 
一 块 类 土 板 展示 出 一 个 两 直角 边 都 是 30， 斜 边 为 


25 35 
和 + 本 + 约 


的 直角 三 角形 。( 他 们 使 用 60 进 制 ， 


5 


币 不 是 10 进 制 。 假如 你 


停 下 来 把 它 换 成 十 进 制 ， 并 拿 它 和 毕 达 哥 拉 斯 定理 对 于 冬 边 给 
出 的 结果 进行 比较 ， 你 就 会 发 更， 这 两 个 数 实际 是 相同 的 。 另 
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一 责 板 上 列举 了 各 种 各 桩 的 直角 二 角形 的 三 边 ， 其 中 包括 例如 
两 直角 边 为 2 400 和 1 679， 斜 边 为 2 929 的 情形 。 

根据 传阅， 活动 于 公元 前 450 年 左右 的 毕 达 哥 拉 括 给 出 了 
该 定理 的 第 一 个 证 明 。 我 们 确实 知道 ， 该 定理 及 其 证 明 出 现在 
写 于 公元 前 300 年 左右 的 欧 几 里 德 课本 中 。EE,J. 斯 维 淡 和 工 ,1 
高 在 他 们 的 《 毕 达 哥 拉 斯 是 中 国人 吗 ?》 一 书 中 赁 着 其 些 证 据 
提出 ， 第 一 个 证 明 可 能 是 先 于 毕 达 哥 拉 斯 一 于 多 年 的 -位 中 国 
数学 家 的 工作 。 

每 天 ， 成 二 上 万 的 工程 师 、 科 学 家 、 数 学 家 、 木 工 和 学 微 
积分 的 学 生 ， 应 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 。 在 第 三 十 - 章 中 ,我 们 借 
助 于 它 获 得 一 个 利用 所 有 奇 自 然 数 的 倒数 求 x 的 方法 。 

但 是 ,作为 一 个 更 实际 的 应 用 ,我 现在 用 它 来 回答 这 样 一 个 
问题 :* 当 你 站 在 沙 斯 塔山 ] 列 二 ,你 能 者 到 地 球 表 面 上 多 远 ?” 

息 ( 没 按 比 例 )， 


把 地 球 半径 
4003 
， 4000 
如 图 8。 


看 作 4 000 哩 ， 
沙 斯 塔山 高 看 作 
3 哩 ,我 作 一 个 
简 图 标明 这 些 信 

用 a 表示 的 待 求 距 离 , 是 -- 个 直角 三 角形 的 一 个 直角 边 的 
长 度 , 该 三 角形 的 斜 边 为 4 003, 而 男 一 直角 边 为 4000。( 长 度 
为 a 的 直线 是 圆 的 一 条 切线 ,垂直 于 所 画 出 的 半径 。) 启 以 ,根据 
毕 达 如 拉 斯 定理 ， 


图 8 


了 +4000=4003?。 
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从 而 
+16 000 000 = 16 024 009。 
由 此 推出 
a =24 009， 
从 而 


a= V24009=~155 哩 。 

简单 地 说 ,你 可 看 到 大 约 155 哩 。 你 可 用 朵 样 的 方法 求 出 ， 
当 你 站 在 一 个 100 呐 高 的 悬崖 上 晃 望 海洋 时 所 能 者 到 的 水 平 距 
离 。 

让 我 以 两 个 类 似 的 问题 来 结束 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 讨论 。 首 
先 ,如 果 你 的 眼睛 是 在 地 面 上 方 5 叫 ,我 们 仍 把 地 球 看 作 一 个 光 
请 的 球体 ,你 能 在 地面 上 看 到 多 远 ? 其 次 , 换 一 种 情况 ,如 果 你 
能 限 上 一 个 梯子 ,使 你 的 眼睛 处 于 地 面 上 方 10 中 ,你 是 否 会 看 
到 两 倍 那么 远 ? 跟前 面 一 样 , 毕 达 哥 拉 斯 定理 会 帮助 你 回答 这 
两 个 问题 。 
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“什么 也 不 要 告诉 学 生 。 让 他 们 通过 自己 的 发 现 学 习 知 
识 。 "这 是 流行 的 教学 法 名 言 ,而 且 是 很 吸引 人 的 。 但 是 ,给 予 孩 
子 们 一 个 机 会 ,以 进行 实验 并 自行 发 现 一 般 原理 的 教师 或 家 长 ， 
最 好 对 意外 有 所 准备 。 我 将 描述 我 根 通 过 “发 现 " 教 一 点 几何 的 
尝试 来 解释 这 个 警告 。 
环绕 任 一 圆 的 距离 是 横 穿 该 圆 的 距离 之 三 倍 多 一 点 。 用 专 
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门 本 语 来 说 就 是 “圆周 与 直径 之 比 为 三 多 -点 ,这 个 比 用 x 表 
示 , 可 以 用 小 数 3.14 或 分 数 2277 作 很 好 的 近似 值 。 

在 学 校 里 应 当 怎 样 教 这 个 概念 呢 ? 雪 莉 - 弗 赖 伐 在 1989 年 
她 任 全 国 数学 教师 委员 会 主席 时 建议 ,应 当 利用 缸 盖 引进 x。 
学 生 们 会 要 测量 盖子 的 直径 和 周 长 , 求 商 , 并 把 数据 记录 
上 ,分 三 列 , 标 以 "直径"“ 周 长 "和 “上 FE”。 人 然后 她 断定 , “在 这 个 
班 汇总 所 有 测量 结果 之 后 ,他 们 将 会 发 现 ,第 三 列 中 的 数 约 为 
3.14。 对 所 有 不 同 大 小 的 盖子 ,这 个 数 永远 是 一样 的 。” 

这 个 方法 听 起 来 是 合理 的 ， 甚 至 是 无 法 规避 的 。 其 实 ， 几 
年 以 前 我 用 过 它 ， 我 将 说 明 发 生 了 什么 情况 。 

当 我 的 -个 孩子 在 六 年 级 时 ， 我 应 邀 访 问 这 个 班级 并 讲 讲 
数学 。 我 决定 讨论 数 x。 这 个 进 题 似乎 其 为 理想 ， 它 给 予 学 生 
们 一 个 进行 实验 和 分 析 数 据 的 机 会 。 此 外 ， 它 易于 适应 可 资 利 
用 的 时 间 。 

当然 ,我 可 以 抛 开 这 些 实验 ,径直 告诉 他 们 ， 这 个 比值 对 
所 有 的 圆 都 是 相同 的 ， 作 为 一 个 小 数 ， 它 大 约 是 3.14。 但是， 
如 果 我 这 么 做 ， 学 生 会 很 快 忘 樟 我 告诉 他 们 的 一 切 。 

在 我 即将 到 班 上 的 前 一 天 ， 他 们 的 老师 要 求 他 们 第 二 天 携 
带 圆 形 物体 来 到 课堂 。 当 我 到 达 时 ， 我 看 到 许 许 多 多 的 贺 ， 小 
到 缮 盖 ， 大 到 自行 车 轮 。 我 以 要 求 他 们 测量 栅 穿 这 圆 的 距离 开 
始 ， 他 们 用 一 条 直 尺 就 可 以 作 。 求 环绕 这 圆 的 距离 就 没 那么 容 
易 。 他 们 可 以 用 一 条 细 绳 环绕 这 辆 然后 测量 细 绳 ， 或 者 使 用 测 
量 卷 尺 。 

然后 ,我 站 在 黑板 劳 边 担 当 秘 书 ， 全 班 学 生 共享 他 们 的 数 
据 ， 综 合 起 来 大 致 如 下 : 
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物 。 信 Na 
浅 碟 6.2 19.8 3.2 
垃圾 桶 盖 20.5 63,5 3.1 
废 纸 签 9.3 29 3.1 
自行 车 轮 28 88.8 3.2 
钠 盖 2.4 7.2 3.0 


(把 常用 的 1 叶 的 分 数 化 成 小 数 费 了 很 大 气力 。 我 没有 用 米 制 
测量 长 度 太 失 算 了 。) 

“你 们 注意 到 什么 ?” 我 问 。 

“ 圆 越 天 ， 册 长 越 大 。 

“还 有 别 的 吗 ?” 

“比值 从 3 到 3.2。” 

“你 们 认为 会 是 什么 情况 ?” 

没 人 提出 意见 。 

这 是 我 始 料 未 及 的 。 我 曾经 希望 他 们 会 说 ,如 果 没 有 实验 
误差 ,所 有 这 些 比值 都 会 相等 。 他 们 没有 这 么 说 ,那么 我 将 怎样 
做 呢 ? 我 的 这 堂 课 糟糕 透 了 。 我 很 幸运 , 铃 啊 了 ,下 课 了 。 如 果 
我 要 回去 补 上 一 堂 课 , 我 肯定 会 让 他 们 竟 精 碑 地 进行 测量 。 

你 可 能 感到 疑惑 , “如 果 这 些 学 生 在 更 精确 地 进行 测量 之 

， 仍 然 担 不 出 周 长 与 直径 之 比 对 所 有 圆 都 相同 ， 又 怎么 办 
大 在 那样 的 情况 下 ， 他 们 就 会 有 足够 的 实际 体验 准备 接收 
我 的 启示 。 于 是 ， 我 会 告诉 他 们 ， 如 果 他 们 能 够 测量 得 很 理 
想 ， 那么 不 论 贺 的 大 小 如 何 ， 他 们 全 都 会 得 到 同一 个 数 ， 而且 
这 数 是 一 个 无 尽 小 数 ， 前 几 位 是 3,14159。 
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我 偶然 见 到 弗 操 伊 关于 使 用 钢 盖 的 建议 时 ， 我 感到 惊 
董 如 此 之 小 ， 只 能 给 出 很 不 精确 的 估计 。 或 者 她 向 她 的 
供 了 特殊 的 测量 工具 例如 千分尺 ， 或 者 她 根本 没有 在 


是 ， 说 真 的， 很 难 比 学 生 们 测量 得 更 精 痛 。 即 合 使 用 大 


们 怎样 才能 找 出 = 的 十 个 或 更 多 小 数位 呢 ? 显然 ， 必 须 
方法 ， 其 精确 度 不 受 我 们 环绕 钢 盖 ， 秘 、 盘 和 自行 车 轮 


当 

钠 
: 提 : 

-个 由 真实 的 学 生 组 成 的 真实 班级 试 教 过 这 党 课 。 

日 
精 

让 

种 


测量 距离 的 能 力 极限 的 限制 。 


么 。 


于 


的 局 1 

里 我 们 使 用 了 如 下 事实 : 一 条 既 无 隆起 又 
无 凹陷 的 曲线 ， 位 于 另 一 曲线 之 内 ， 它 一 
定 短 于 这 另 一 曲线 。 如 果 里 面 的 那 条 曲线 
有 | 


其 次 , 我们 计算 这 个 和 斜 置 正方 形 的 
周 长 ， 
正方 形 的 边 长 为 s， 如 下 所 示 。 

注意 ，s 是 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 ， 
该 三 角形 的 两 直角 边 的 长 度 都 是 D/2。 


即使 没有 任何 实验 ， 我 们 也 能 对 疝 长 与 直径 之 比 说 点 什 
下 图 展示 一 个 直径 为 D 的 圆 ， 环 绕 它 的 一 个 边 长 为 了 的 
正方 形 ， 和 一 个 位 于 其 内 的 斜 置 小 正方 形 。 
因为 大 正方 形 的 周 长 是 4D0， 所 以 加 


小 十 4D。 这 就 表明 x 小 于 4。( 这 


翼 ， 这 就 不 一 定 对 了 。) 


以 找 出 一 个 小 于 的 数 。 称 这 个 


由 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 
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所 以 


= 


;FD 
414 


并 
怠 
S 
哥 
并 
斗 ， 
到 
| 
这 
泽 
也 
A 
淮 


D 
$= -Eo 


v2 
此 ， 小 正方 形 的 周 长 4s 是 4DM2 4D/1.414 和 2.828D。 从 
而 ，r 大 于 2.828。 

我 们 现在 知道 ，x 是 介 于 2.828 和 4 之 间 。 如 果 你 改 用 六 
边 形 ， 你 会 发 现 ， 内 六 边 形 的 周 长 为 3D， 市 外 六 边 形 的 周 长 
为 2Y3D~3.464D。 所 以 , "在 3 与 3.464 之 间 。 

但 是 ， 我 们 怎样 才能 更 精确 地 求 < 呢 ? 

阿 基 米 德 不 是 用 两 个 正方 形 ,而 是 用 两 个 % 边 正和 多边形 ，- 
在 圆 内 ,… 在 圆 外 。 在 一 阵 宛 长 的 计算 之 后 ,他 指出 < 是 介 于 


2534429376 
8069 9347 


之 间 。《 取 到 四 个 小 数位 ， 就 是 3.1409 和 3. 1428。) 他 没有 报 
道 如 此 可 柏 的 分 数 ， 而 是 说 介 于 
3 入 和 3 本 

之 间 。 这 就 精确 到 足以 表明 x 不 是 一 个 常见 分 数 。 

正如 攻 旦 . 兰 伯 特 1761 年 所 证 明 的 那样 ， 原 来 r 不 是 一 个 
分 数 ， 无 论 是 常见 或 不 常见 分 数 。 你 可 能 在 起 , “好 哇 ， 它 不 
是 分 数 ， 不 是 有 理 数 ， 圣 少 我 得 知道 它 的 十 进 制 表示 是 什么 样 
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子 。 它 是 什么 呢 ?” 
我 们 来 考察 ， 这 个 问题 牵涉 到 些 什么 。 十 进 制 是 基于 10 
的 种。 为 什么 是 10? 可 能 是 因为 我 们 使 用 我 们 的 十 个 手指 计 
数 。 当 我 们 号 出 比如 说 247 时 ， 我 们 是 在 用 速记 蔡 写 
(2x10) + (4x10) +7。 
类 似 地 ，3.14 是 


3+ 直 + 入 


10 107 
的 速记 。 央 此 ， 这 个 问题 相当 于 “一 个 加 和 我 们 双手 的 十 指 呈 
什么 关系 ?” 当 问题 以 这 种 方式 提出 时 ， 如 果真 有 什么 适当 的 
关系 , 即 关于 r 的 小 数 形 式 中 数字 有 一 个 美妙 的 公式 ,我 们 定 
会 感到 惊奇 。 

无 的 小 数 开头 是 3.14159265358979.……。 为 了 记 仕 它 的 六 
个 小 数位 ， 可 用 这 一 -语句 :“How I wish I could recollect pi” (要 
是 我 能 记 住 x 该 多 好 )， 其 中 每 个 词 的 字母 数 等 于 一 个 数字 。 
刀 果 你 需要 十 个 小 数位 ， 那 就 记 住 “How I wish I eould recollect 
pi easily using one uick”【〈 要 是 我 能 用 一 个 诀窍 很 容易 地 记 住 x 
该 多 好 )。 

1989 年 ， 哥 伦比 亚 大 学 的 格雷 成 里 和 戴 维 ' 屈 德 诺 夫 斯 基 
得 到 了 zx 的 十 亿 多 个 小 数位 。 关 于 这 种 表面 上 异乎 寻常 的 行为 
存在 两 条 理由 ; 一 条 是 实用 的 ， 一 条 是 理论 的 。 

首先 ， 庞 天 的 计算 可 以 测试 计算 机 的 能 力 和 揭露 其 设计 中 
的 “缺陷 "。 其 次 ， 所 得 资料 可 以 诠释 一 个 老 回 题 , “x 的 数字 
是 哺 机 的 蚂 ?” 随 机 的 意思 是 ， 从 长 远 来 看 ， 十 个 数字 趋向 于 
同等 经 常 地 出 现 , 每 一 个 的 出 现 次 数 约 为 10%。 一 - 百 个 两 位 
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数 也 趋向 子 同 等 经 带 地 出 现 ， 每 一 个 的 出 现 次 数 约 为 1%; 对 
于 三 位 数 、 四 位 数 等 等 ， 也 是 如 此 。 前 十 亿 个 数字 的 确 提示 ， 
这 些 数字 是 随机 的 。 但 是 ， 这 些 资料 并 木 确 间 无 疑 地 证 明 ， 这 
些 数字 真是 随机 的 。( 回 忆 第 十 五 章 的 教 计 ， 那 里 曾 给 出 从 令 
人 信服 的 数据 得 出 错误 结论 的 例子 ,) 

怎么 可 能 计算 x 到 这 么 多 小 数位 呢 ?” 衣 定 不 吓 遂 过 测量 越 
来 越 人 的 圆 。 取 而 代 之 ， 数 学 家 们 发 明了 计算 r 的 公式 。 这 样 
的 公式 之 -是 

w= 和 1- 寺 + 于 - 7+9 

它 把 图 和 所 有 奇数 联系 起 来 。( 第 三 十 一 章 阅 明 这 个 等 式 为 什 
么 成 立 ,) 在 这 个 和 中 你 用 的 项 数 越 多 ,你 就 能 指望 得 全 | 越 接近 
于 x 的 结果 。 如 果 你 只 用 二 项 ,其 佑 计 舍 (到 三 位 小 数 ) 就 是 


4[1- 计 + 于] ~3.467。 


用 四 项 你 就 得 到 


a1 二 + 二 一] 2.895。 
为 对 这 些 估计 获得 更 好 的 感 5 
觉 ， 你 可 以 再 计算 几 个 。 你 会 4 
注意 到 ,它们 上 下 跳动 ， 时 而 
高 于 ， 时 而 低 于 x， 如 图 所 示 。 

但 是 , 即使 你 算 到 100 
项 ， 你 的 估计 不 会 产生 三 个 小 0 
数位 的 精确 度 。 
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Sangth th one 


TT 


局 德 诺 大 斯 基 兄 


Ga 


式 、 它 与 印度 数学 家 斯 
也 们 ] 只 用 它 的 100 项 ,已 经 能 够 获得 x 的 


世纪 初 的 工作 有 关 。 

前 1 400 个 数字 。 
顺便 说 一 下 ,第 

但 是 效率 不 是 很 高 。 


E 尼 瓦 沙 ， 


立 乌 努 汤 


上 五 章 二 


可 


的 游戏 之 一 可 以 用 天 
忆 该 处 5 数 的 定义 : 一 


上 用 了 一 个 复杂 得 多 但 效率 很 高 的 公 


(1887 -- 1920) 木 


估计 不 值 ， 
-个 S 数 就 是 这 样 


一 个 白 然 数 ， 其 素数 


9 子 分 解 式 不 包含 多 


一 次 的 素数 因子 。 


对 任 一 自然 数 n, 设 n”( 读 作 “n 一 星 ”) 表示 不 大 于 n 的 S 数 


的 个 数 。 例如， 你 可 


以 验 江 ， 当 1 为 100 时 


，n” 为 61。 数论 


学 家 已 经 证 明 ， 当 你 选取 的 n 越 来 起 大 时 ,不 大 十 n 的 $ 数 所 


占 分 额 n/n 将 会 越 和 


作为 举例 ,月 


n= 100. 


长 越 接近 了 


6 
已。 
。 这 就 给 出 估计 


6 6 
100™ 2 


由 此 推出 *? = 600/61。 所 以 ，x 近似 于 10 的 平 万 根 , 约 为 


3.136。 


这 似乎 很 奇怪 ， 通 过 圆 定 义 的 一 个 数 却 和 素数 有 关 。 更 为 


奇怪 的 是 ，r 在 数学 及 
形式 之 一 ， 统 计 学 家 在 他 们 的 正 态 分 布 公式 中 见 到 它 ; 


其 应 用 中 到 处 出 现 。 为 再 例 举 它 的 表现 


所 谓 正 


态 分 布 ， 几 何 上 就 是 


条 钟 形 f 经 常用 了 


线 ， 


分 等 级 。 假 如 你 想 知 道 ， 告 诉 你 这 


F 在 一 个 大 类 中 划 


2 
ex 


Y 27 


1 线 是 由 表达 式 
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描述 的 。 这 里 ，e 表示 每 一 位 微 积分 学 


E 针 爱 的 数 ， 一 个 无 理 


数 ， 其 | 进 袁 达 式 开头 是 2.718。 
让 我 们 回 到 x 在 几何 中 的 应 用 。 


一 旦 我 们 知道 一 个 圆 的 周 


长 总 是 它 的 直径 的 x 倍 ,以 及 约 为 3.14， 我 们 就 能 求 一 个 贺 
瘟 的 面积 。 例如， 让 我 们 应 用 -种 可 以 渊源 到 证 希腊 的 思想 ， 


来 求 一 个 直径 为 DD 的 圆 盘 面积 。 把 这 圆 盘 分 割 成 " 块 相等 的 


馅 饼 。 下 图 展示 n=20 的 情形 。 

每 块 看 来 好 像 一 个 窄 小 
的 三 角形 。 它 有 两 个 边 是 直 
的 ， 而 很 钴 的- - 边 则 是 曲 的 。 
从 是 ， 当 na 大 时 ， 这 些 饼 块 变 
得 很 细 ， 而 曲 边 则 几乎 变 为 直 
边 ， 正 如 这 个 图 形 所 提示 的 那 
样 ; 


> 
aD/n 
-一 


每 一 块 像 一 个 高 为 D/2， 
底 为 amD 血 的 三 角形 。 所 以 每 一 一 on 


一 块 的 面积 近似 于 D/2 

1,D,.D_D 

2 n*27 4n° 
因为 总 共有 n 块 ， 故 它们 的 总 面积 约 为 

nx oD = oo, 
4n ”4 
所 以 ， 当 你 选取 n 越 来 越 大 时 ， 圆 盘面 积 的 这 些 估计 就 越 来 越 
接近 xD?/4。 于 是 ，… 个 直径 为 D 的 圆 盘面 积 必 为 
空 ~ 3 ~0.79D?。 
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这 就 是 说 ， 一 个 圆 盘 大 约 占 有 包围 它 的 最 小 正方 形 的 79%。 
( 当 你 从 一 架 喷气 式 客机 往 下 看 时 ， 你 会 看 到 ， 中 贡 部 农场 的 
灌溉 面 各 使 用 大 约 79% 的 土地 ， 如 下 图 所 示 。) 

第 -位 求 出 一 个 球 的 体积 和 表面 一 
积 的 人 是 阿 基 米 德 ， 他 是 如 此 地 看 重 
这 个 工作 ， 以 敏 他 要 求 在 他 的 募 健 上 
展示 一 个 球 内 蕊 于 一 个 圆柱 体 。 他 证 
明了 ， -个 直径 为 D 的 球 的 体积 是 
Dy 
6 


因为 x/6 约 为 0.52， 这 球 占有 包围 它 的 立方 体 体积 的 一 半 多 一- 
点 ， 如 下 恤 所 未 。( 它 恰好 占有 外 切 圆 柱 多 体积 的 三 分 之 二 。) 
阿 基 米 德 也 求 出 了 一 个 球 的 表面 积 . 
看 看 图 形 可 知 ， 上 半球 面 的 面积 大 于 它 的 
圆 形 明 影 的 面积 。 下 半球 面 的 面积 也 是 这 
样 。 所 以 ， 整 个 表面 积 大 于 阴影 面积 的 两 
倍 。 阿 基 米 德 证 明了 ， 它 恰好 是 阴影 面积 
的 四 倍 。 这 个 关系 提供 了 一 个 记 住 表面 积 阴影 
公式 的 简易 方法 : 它 是 4 乘 xD2/4， 也 就 是 rD?。 

在 阿 基 米 德 之 后 大 约 2000 年 ，A.L. 柯 西 (1789 一 1857) 
推广 了 这 一 发 现 。 他 证 明了 ， 任 何 没有 四 陷 或 隆起 的 立体 一 一 
例如 一 个 鸡蛋 或 一 个 盒子 -一 -的 表面 积 ， 恰 好 是 它 在 所 有 可 能 
方向 作成 的 阴影 之 平均 值 的 四 倍 。 这 一 事实 已 被 用 于 建造 自动 
化 电子 烷 檬 分 类 装置 。 
科学 家 们 在 试图 与 


层 空间 有 智能 的 生命 进行 联系 的 过 程 


™ 


数字 的 力量 


ri Sngth tn Nmbers 


中 , 已 把 + 的 十 进 制 数字 ， 作 为 有 智能 或 无 智 能 的 生命 至 少 在 


一 个 行星 上 繁衍 的 信号 ， 发 射出 去 。 毫 无 疑 痢 ， 任 何 先进 的 文 
明 社 会 都 会 明和 到 这 个 数 , 即使 它 的 环境 是 如 此 地 易 变 ， 以 致 居 
民 们 从 没 看 到 过 园 ， 也 从 设想 到 过 它 的 周 长 与 直径 之 比 。 


5 的 许多 应 用 不 应 使 人 感到 意外 。 毕 竟 ，2 这 个 数 也 有 许 
多 应 用 : 它 能 告诉 我 们 ,一 辆 自行 车 有 几 个 轮子 ， 
度 , 或 一 个 水 分 子 中 和 毛 原 子 的 数目 。 如 果 我 们 在 几何 学 之 前 学 
习 过 统计 学 ， 我 们 定 会 感到 惊奇 ， 一 个 出 现 十 焉 态 分 布 中 的 
数 出 现在 数学 之 树 的 这 么 多 
分 支 中 ， 只 不 过 反映 这 一 学 科 的 根本 统 - -性 。 


数 ， 竟 与 环绕 一 圆 的 距离 有 关 。 


当 我 们 息 到 < 时 ， 我 们 不 要 
有 关 。 它 也 与 所 有 不 能 被 素数 队 


到 


国会 任期 长 


圆 。 它 与 所 台 奇 自然 数 


整除 的 自然 数 有 联系 。| 条 


且 它 是 统计 学 中 一 个 重要 公式 的 一 部 分 。 这 些 只 是 它 不 可 思议 
地 出 现 的 许多 地 方 中 的 几 个 。 正 是 通过 这 样 令 入 人 惊 吧 的 联系 ， 


数学 展现 出 它 独 一 无 二 的 迷人 魅力 。 


我 的 龙 了 ,诗人 汉 娜 ,斯 坦 


， 在 读 过 本 章 关 


fF 同 我 讨论 之 


后 ， 写 下 了 下 面 的 一 首 诗 。 这 首 诗 不 仅 描述 了 她 对 r 扮 演 的 诸 
多 节 色 的 惊叹 ， 也 包括 了 我 的 惊叹 。 


献 给 一 位 数学 家 的 爱 


以 太 ， 或 者 别 的 什么 ， 高 高 在 上 一 一 
玲 开 噜 迁 的 无 穷 阶梯 ， 任 凭 返 想 一 一 
亦 真 亦 美 ， 为 你 欢呼 激昂 一 一 


我 永 透 违 你 不 上 ， 
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哪怕 是 第 二 层次 ， 也 不 敢 企 望 。 

我 习惯 于 认为 

只 是 一 种 方式 ， 把 圆 测量 。 
现在 你 告诉 我 ， 

在 气态 、 液 态 的 世界 里 ， 到 处 潜藏 ， 
那里 没有 园 ， 即 使 投下 一 颗 卵石 ， 

也 不 能 激 起 环 状 波 浪 。 

那里 也 没有 孵 石 ， 

没有 图 盘 ， 没 有 球体 ， 没 有 亦 道 的 模样 一 一 
只 有 纯粹 的 宰 造 ， 谁 能 想象 1 

你 说 得 对 ，r 在 到 处 入 律 ， 

像 一 位 没有 理性 的 老大 叔 ， 周 游 全 国 ， 

玩 着 纸牌 的 戏法 勾当 。 

然而 ， 图 只 是 他 的 杰作 之 一 : 

将 它 的 拇指 伸 入 背 数 的 染 条 ; 

从 它 的 藏身 之 所 ， 在 平方 根 中 ,平方根 下 ， 
像 一 辆 满 栽 异常 土豆 的 货车 ，x 发 出 吟唱 ; 
与 圆 无 关 ， 除 以 一 个 素数 的 平方 。 

在 出 类 拔 革 的 数学 家 天 地 之 外 

不 把 通路 照 亮 ， 

它 高 视 阅 步 地 走 过 黑 油 和 红 移 ， 

它 出 没 于 电 了 于 之 闻 ， 室 穴 之 乡 。 

像 生长 着 的 叫 体 ， 

一 点 一 点 地 进入 宇 害 的 颖 陈 空 档 ， 
期 待 着 思维 的 降临 ， 


2314 
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期 待 着 有 一 只 笔 突 然 击 撞 ， 

当 他 的 奥秘 ， 反射 到 

坚 宦 不 氢 的 求索 的 心房 。 

我 请 问 你 : 是 把 整个 宇宙 紧 扣 在 一 起 ? 
匡 非 他 是 上 帝 下 降 ? 


我 第 一 次 相信 ， 
我 能 追随 你 ， 永 远 向 上 ， 向 上 一 


第 二 十 四 章 ” 变 方程 为 图 形 


17 世纪 上 半 叶 举行 了 一 场 真 正 重要 的 婚礼 ， 远 比 皇朝 的 
合并 更 为 重要 。 正 是 在 这 一 时 期 ,代数 与 几何 合 而 为 -。 两 位 
法 国 数学 家 ， 雷 勒 * 币 卡 儿 《1596 一 1690) 和 比尔 ' 费 马 
(1601 一 1665) 主持 了 这 一 -经 久 不 衰 的 婚姻 。 第 卡 儿 指明 了 如 
何 把 几何 转化 为 代数 ， 击 费 马 则 指明 了 如 何 把 代数 转化 为 几 
何 。 今天 ， 笛 卡 儿 赢 得 了 大 部 分 的 赞誉 ， 由 于 他 按 自 己 的 想法 
写 了 一 本 书 。 但 是 , 在 本 章 中 ,我 们 只 聚焦 于 费 马 的 观点 ， 
为 后 面 几 章 要 用 到 它 。 

他 的 想法 十 分 简单 ， 和 许多 伟大 的 思想 -一 例如 大陆 漂 
移 , 或 染色 体 的 螺旋 线形 式 一 一 当 人 们 第 一 次 想到 它 科 时 一 
样 。 


首先 ,在 一 张 纸 上 画 出 两 条 互相 垂直 的 直线 。 设 想 这 两 条 
直线 是 无 穷 的 ， 虽 然 纸 总 有 尽头 。 一 条 直线 是 水 平 的 ， 即 平行 
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于 书页 底 端 。 另 一 条 是 垂直 
的 ,平行 于 书 边 。 三 个 多 世纪 
以 来 ,水平线 被 称 为 x 轴 ， 垂 
直线 被 称 为 y 轴 。 图 1 继续 这 
一 传统 。 

把 这 两 个 轴 等 同 于 数 直 
线 ， 如 图 2。 

每 个 轴 上 的 每 一 点 
对 应 一 个 数 。 平 面 上 的 
任何 一 点 卫 可 以 用 一 对 
数 描写 。 为 了 得 到 这 两 
个 数 , 过 P 作 -一 条 平行 
y 轴 的 直线 和 一 条 平行 
于 x 轴 的 直线 ， 如 图 3。 

过 P 了 的 垂直 线 与 x 
轴 交 于 一 点 ， 以 某 数 x 
描写 。( 在 图 3 中 ，x 约 
为 2.3)。 这 个 数 被 称 为 
?的 x 坐标。 它 告诉 我 
们 , 点 了 离 y 轴 有 多 
远 。 对 y 轴 右面 的 点 了 ， 
x 是 正 的 ; 如 果 P 在 了 
轴 左 面 ， 则 x 是 负 的 。 


过 P 的 水 平 线 与 y 轴 交 于 一 点 ， 以 某 数 y 描写 。 (在 
中 ，7 约 为 1.7。》 这 个 数 被 称 为 P 的 了 坐标 。 它 告诉 我 们 ，P 


7 轴 


+ 轴 


YY 时 
Da 
ms 
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离 x 轴 有 多 远 。 对 x 轴 上 方 的 点 ，y 是 正 能 ， 对 下 方 的 点 ，y 
是 负 的 。 

而 后 ， 习 惯 上 干脆 称 点 P 为 “点 (xz，?)”， 其 中 x 和 了 称 
为 它 的 坐标 。 例 如 ， 图 3 中 的 点 P 可 能 就 是 (2.3, 1.7)。 图 4 
展示 散布 于 所 谓 xy 平 面 
的 另外 几 个 点 。 

现在 我 们 来 谈 把 一 
个 仿 字 县 x 和 y 的 方程 
转化 为 一 个 图 形 的 费 马 
方法 。 我 将 以 后 面 几 章 
将 会 出 现 的 方程 

y= 
为 例 加 以 说 明 。 

大 部 分 点 的 坐标 都 不 满足 这 个 方程 。 例 如 ， 点 (2，11) 
就 不 满足 。 当 你 以 2 代替 方程 y= 中 的 x， 而 以 1 代替 其 中 
的 y 时 ， 你 会 得 到 11 = 字 , 或 11 = 4， 而 这 是 不 对 的 。 但 是 ， 
点 《5，25) 的 确 满足 这 个 方程 ， 因 为 25 的 确 等 于 也。 这 个 方 
程 的 图 形 ， 或 图 像 ， 由 所 有 其 坐标 满足 这 个 方程 的 点 构成 。 费 
马 把 这 个 方程 转化 为 一 个 图 形 的 方法 ， 就 是 如 此 。 

为 了 找 出 y= 交 的 国 像 上 的 点 ， 取 一 个 数 为 x。 于 是 ，y 为 
该 数 的 平方 。 例 如 ， 若 你 取 x 为 3， 则 y 为 9。 关 此 ， 点 (3， 
9) 在 这 个 图 像 上 。( - 1，1) 也 在 。 图 5 显示 出 这 样 找 出 的 七 
个 点 。 

为 节省 篇 己 ， 我 让 x 保持 在 -3 和 3 之 间 。 我 要 是 让 x 为 
4， 那 么 了 就 会 是 16， 而 这 个 图 像 就 要 占 半 页 。 问 样 ， 为 了 方 
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便 起 见 ， 我 只 选取 整数 i 


为 但 是 , 位 于 这 些 。 8 G3.9) 
整数 之 间 的 所 有 数 也 都 : : 
是 可 用 的 。 例 如 ， 若 x : 6 

= 1/2， 则 y = 174; 因 : 

此 点 02， 14) 也 1 | 4) 


在 方程 y=x 的 图 像 上 。 
点 (如 ， (v2)7) = : 
(5，2) 也 在 其 上 。 : Te® 

所 有 点 (x, y)》 的 3-2-1 0 123 
总 体 ， 其 中 y 为 x 的 平 图 5 
方 ， 构成 一 条 光滑 曲线 ， 如 图 6 所 示 。 

这 条 曲线 被 称 为 搜 
物 线 , 已 被 研究 了 2 000 
多 年 。 希 腊 数 学 家 们 发 
现 了 这 条 曲线 的 一 个 值 
得 注意 的 性 质 。 为 了 描 
述 这 一 性 质 ， 设 想 该 曲 
线 由 一 种 类 似 镜子 或 亮 


金属 的 反射 性 物质 做 
成 。 结 果 ， 所 有 来 自 该 : : 
折 物 线 上 方 县 平行 于 y 3 0 Ty 
轴 的 光线 ， 经 过 曲线 的 图 6 


ee] 


中 以 了 表示。 


反射 后 , 通过 y 轴 上 同一 点 (0，1/4), 在 
(借助 于 微 积分 容易 证 实 此 点 。) 
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图 7 


如 果 你 将 这 抛物 线 
围绕 y 轴 旋 转 以 形成 一 
个 发 亮 的 态 ， 你 就 会 得 
到 一 个 太阳 炉 。 因 为 所 
有 人 射 光 都 通过 点 F， 
它 就 是 放 汉 堡 包 或 其 他 
食物 的 地 方 。 

另 一 方面 ， 设 想 在 
点 下 处 放置 一 个 灯泡 。 
于 是 , 由 这 个 灯泡 发 出 
的 所 有 光线 .经 过 该 抛 


物 线 的 反射 后 ， 最 终 都 平行 于 y 町 。 这 就 是 为 什么 闪光 信号 灯 
或 照明 杂 的 反射 镜 形 状 都 像 抛 物 线 的 原因 。 伽 利 略 〈1564-- 
1642) 证 有 明了， 一 个 抛 出 去 的 球 所 走 的 路 径 是 抛物 线形 。 支 持 
均匀 水 平 载荷 ， 例 如 在 一 个 烽 内 的 钢 缆 ， 是 一 条 抛物 线 。 (但 
是 ,一 条 两 端 办 桂 的 均 勺 绳索 或 线索 ， 例 如 晒 衣 强 ， 就 不 呈现 
抛物 线形 状 。 与 之 不 同 , 像 圣 路 易 斯 的 大 拱 ， 采 取 悬 链 线形 
状 。y=2 +2 "的 图 像 是 县 链 线 的 一 个 例子 。 注 意 ， 这 里 底 固 


定 而 指数 变化 。 这 与 y= 
化 。) 


完全 相反 ， 后 者 是 指数 固定 而 底 变 


方程 y=2x 的 图 像 会 是 什么 样子 呢 ? 为 我 出 答案 ， 我 们 移 
取 x 的 某 些 值 。 求 出 相关 的 了 值 ， 然 后 描 出 这 样 找 到 的 点 〈*， 


站。 此 表 以 整齐 的 形式 摆 出 计算 结果 : 


第 二 篇 “从 中 学 到 幼儿 园 EA 7 


x 0 1 2 3 -1 -2 
y=2x 0 2 4 6 -2 -4 


该 表 向 我 们 提供 了 描 在 图 8 中 的 六 个 点 。 

这 六 个 点 位 于 一 条 直线 上 。 如 果 
你 撕 出 更 多 的 满足 方程 y= 2x 的 点 ， 
你 会 发 现 ， 它 们 全 都 位 于 该 直线 上 。 
简单 地 说 ,方程 y= 2x 的 图 像 是 一 条 
直线 。 

如 果 你 有 一 个 带 指 数 键 的 计算 
器 ,你 可 能 想 描 方程 y= > 的 图 像 。 
这 个 图 像 跟 我 们 讨论 过 的 那 两 个 都 不 
一 样 。 它 是 在 以 正比 于 种 群 大 小 的 速 
率 增加 的 种 群 研究 中 遇 到 的 图 像 之 一 例 。 你 也 可 能 喜欢 略 绘 y 
= 于 和 7y= lx 的 图 像 ， 它 们 的 样子 完全 不 同 于 已 经 提 到 的 那 


星 


在 迄今 为 止 讨 论 过 的 所 有 方程 中 ， 方 程 的 一 边 只 由 y 本 身 
组 成 。 但 是 ， 没 有 必要 作 这 样 的 限制 。 例 如 ， 你 可 能 愿意 略 绘 
方程 


+y=25 
的 图 像 。 原 来 它 是 一 条 非常 著名 的 曲线 ， 你 每 天 都 能 看 到 它 。 
肯定 允许 x 和 y 为 正 为 负 或 为 零 。 
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第 二 十 五 章 为 什么 负 负 得 正 


“为 什么 -1 六-1 等 于 1 而 不 是 -1?” 对 这 个 向 题 的 回答 
常常 是 ,“ 就 该 这 样 。 别 再 提 这 样 的 问题 。” 这 个 回答 暗示 有 什 
么 奥秘 ,对 大 多 数 人 来 说 都 太 深奥 以 致 无 法 理解 。 根 本 没有 什 
么 奥秘 ， 也 没有 什么 深奥 的 东西 。 这 里 ,在 这 一 章 ， 我 从 三 个 
不 同 的 角度 给 出 三 种 独立 的 解释 。 所 有 这 二 种 情形 都 告诉 我 
们 ，-~1 乘 -1 应当 是 1。 

这 些 解 释 基于 两 条 原则 : “ 保 桂 生活 的 单纯 ”和 “我 们 ， 
而 不 是 数 ， 是 主人 ”。 虽 然 这 两 条 都 不 深奥 ， 但 我 们 马上 就 会 
看 到 ， 是 有 用 的 。 当 我 们 在 第 十 七 章 定 义 指数 时 ， 已 经 应 用 了 
这 两 条 原理 。 

我 的 第 一 个 解释 涉及 分 配 。 线 一 -bt 一 
律 。 虽 然 我 们 在 第 十 七 章 讨论 过 
这 一 革 则 ,但 我 还 想 复 习 一 下 
因为 它 是 连接 加 法 和 乘法 的 伟 
桥梁 。 图 1 展示 一 个 矩形 被 分 
成 两 个 小 矩形 ， 以 此 形象 地 介绍 这 一 法 则 。 

四 鸭 矩 形 的 面积 是 其 宽 与 长 的 汇 积 ， 这 两 个 小 矩形 的 面积 
是 乘积 中 和 ac 。 整 个 矩形 的 面积 是 a (b+c)。 因 为 整个 矩形 
的 面积 是 这 两 个 小 矩形 的 面积 之 和 ,我 们 有 

a (b+e¢) =ab+aco 


这 个 涉及 两 个 加 法 和 三 个 乘法 的 等 式 就 是 分 配 律 。 


| 
| 


[| 
图 1 


殿 汗 
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图 ! 表明 ， 当 a,，b，。 三 数 部 是 正 数 时 ， 分配 律 成 立 。 为 
了 保持 生活 的 单纯 ， 我 们 想 要 这 同 - -法 则 在 三 个 数 中 有 一 个 或 
几 个 为 负数 时 也 成 立 。 我 们 是 主人 ， 我 们 不 想 记 不 必要 的 法 
则 。 以 这 些 抽象 的 原则 为 指导 ， 让 我 们 来 看 -1 乘 -1 应 当 是 
什么 。 

首先 ， 让 我 们 约定 ，0 瑟 任何 数 为 0，1 乘 任何 煞 为 该 数 。 
例如 ，(1) x (=- 1) = -1。 正 数 乘 负 数 逻 辑 上 应 为 负数 。 
《在 足球 中 , 损失 2 码 记分 为 - 2。 如 果 三 次 带 球 前 进 过 程 中 每 
一 次 都 发 生 这 种 情况 ， 那 么 总 的 结果 记分 为 ~ 6。 因此 ，3 x 
( -2) = -6。 同样 的 逻辑 也 适用 于 支 某 账户 。) 

注意 ，- 1 的 基本 性 质 就 是 ， 如 果 你 把 它 加 到 1 上 ， 就 得 
到 0。 因 此 ,我 们 从 方程 

(-1) +1=0 
开始 是 合理 的 ， 或许 是 不 可 避免 的 。 为 了 使 分 配 律 起 作用 ， 我 
将 以 -1 乘 此 等 式 的 两 边 ,得 到 
(DE{-1) + = (-1) 06 
因为 我 们 想 要 分 配 律 对 所 有 数 都 成 立 ， 不 论 它们 是 正 是 负 ， 所 
以 我 们 必须 要 有 
(-1)(C-1) + (ID 1= (~-1) 0。 
注意 ， 因 为 1 乘 任何 数 为 该 数 , 故 《 -1) 1= - 1， 而 0 乘 任 
何 数 为 0,， 疏 〈《- D) 0= 0。 于 是 我 们 有 
〈《-D(-1) +-1=06 

将 1 加 于 等 式 的 两 边 ， 消 去 左边 的 ~1， 而 右边 则 以 1 代 0。 这 
就 给 予 我 们 以 等 式 


(-1) (-D) =1。 
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简单 地 说 ， 如 果 分 配 律 对 所 有 数 都 成 立 ， 那 么 -1 乘 - 1 就 必 
须 是 1。 

你 可 以 验证 ， 同 样 的 推理 表明 ， 任 何 两 个 负数 的 乘积 一 定 
是 正 数 。( 以 《 -2)( -3) 的 情形 作为 一 个 典型 的 例子 ， 并 似 
-3 乘 等 式 2+ (2) =0 的 两 边 ,》 

分 配 律 ， 再 加 上 我 们 的 单纯 性 目标 和 我 们 是 主人 的 认识 ， 
引导 我 们 把 两 个 负数 的 乘积 定 为 正 数 。 但 是 ， 是 否 会 有 别 的 靶 
则 向 我 们 提示 别 的 什么 呢 ? 如 果 有 ， 那 就 会 一 片 混乱 。 幸 好 ， 
不 论 我 们 选用 何 种 方法 来 定义 乘积 ( - 1)( - 1) ,总 是 引导 我 
们 把 它 定 为 1， 而 不 是 -1。 

例如 ， 让 我 们 来 看 指数 法 则 会 告诉 我 们 什么 。 对 于 自然 数 
x 和 y, 我 们 有 法 则 


(2 = 27。 
《这 个 法 则 在 第 十 七 章 讨论 过 。》 让 我 们 宣称 ， 这 个 法 则 甚至 当 
两 个 指数 x 和 了 都 是 -工时 也 成 立 。 
于 是 ， 我 们 必须 有 
[ {1) 
但 是 ， 正 如 我 们 在 第 十 七 章 所 见 ，2- 就 是 2 的 倒数 ， 即 1/2。 
因此 (2- )"! 是 1/2 的 倒数 , 即 2。 这 就 是 说 ， 


-1 
27071=[2] =2。 
注意 ，2 等 于 21。 所 以 等 式 (1) 归结 为 等 式 
24=20-DC-D。 
上 述 等 式 再 次 提示 ，- 1 乘 -1 应 当 是 1。 
我 对 -1 乘 -1 为 什么 应 为 上 的 第 三 个 解释 涉及 到 方程 的 
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图 像 。 正 如 我 们 在 第 二 十 四 章 所 见 ， 等 式 y = 2x 的 图 像 是 一 条 
直线 。 如 果 你 用 几 个 正 的 a 值 进行 实验 ， 你 会 看 到 y= ax 的 图 
像 是 一 条 直线 。 所 以 ， 为 保持 生活 的 单纯 性 ， 我 们 希望 ， 即 使 
a 为 负数 ，y= ax 的 图 像 也 是 直线 。 具 体 地 说 ， 让 我 们 来 看 方 
程 y=(-2) x 的 图 像 。 

为 着 手 画 图 ， 我 选取 几 个 正 的 x 值 ， 并 计算 出 相应 的 y 
值 ， 它 等 于 (-2) 屠 x。 例如， 当 x 为 2 时 , y 为 (-2) x 
(2) = -4。 


x 1 2 3 4 
y= (~2) x -2 -4 -6 -8 


这 四 个 x 值 和 四 个 y 值 给 出 图 像 
上 的 四 个 点 ， 如 图 2 所 示 。 对 正 数 x， 
y= (一 2) x 的 图 像 示 于 图 2。 

对 正 数 x，y = 《 -2) x 的 图 像 ， 
只 是 一 条 直线 的 一 部 分 。 如 果 我 们 想 
要 它 当 x 为 负数 时 继续 沿 着 那 条 直 
线 ,那么 ,比方 说 ， 当 x= -3 时 , y 
应 当 是 什么 ? 当 你 沿 这 直线 上 行 时 ， 
你 向 左 走 一 个 单位 ， 相 应 地 就 向 上 走 
两 个 单位 。 所 以 ， 如 果 你 向 0 的 左边 
移动 3 个 单位 ， 你 就 应 该 另外 上 升 6 个 单位 。 换 名 话说 ， 点 
{《-3，6) 也 应 当 在 该 图 像 上 。 这 就 意味 着 ， 当 x 为 -3 时 ， 
习 积 (-2) (-3) 应 当 为 6, 一 个 正 数 。 计 是 ， 对 所 有 正 负 


TT St Nb 数字 的 力量 


x,， y= 《一 2) x 的 图 像 就 是 惟一 的 一 条 直线 ， 知 图 3 所 示 ， 
这 有 助 于 保持 我 们 生活 的 单纯 。 
再 一 次 ,“ 负 乘 负 应 该 得 正 。” 用 粗糙 
的 速记 法 来 配 ,， 就 是 - x - = +。 
所 有 三 种 方法 都 把 我 们 引 到 同一 
结论 ， 不 论 指 导 原 旭 是 分 配 律 ， 还 是 
指数 性 质 ， 或 是 方程 的 图 像 。 这 些 全 
都 发 生 在 自给 自足 的 数学 世界 里 。 但 
是 ,正如 我 就 要 借助 于 一 块 跷 跷 板 来 
说 明 的 ， 即 使 在 物理 世界 中 遇 和 到 “ 负 
乘 负 ， 也 应 当 为 正 。 
图 4 表示 一 - 块 跷 跷 板 ， 以 下 为 平衡 点 。 在 板 上 末 出 数 直 线 
的 一 部 分 〈 置 0 于 了 处 )， 以 显示 到 了 的 距离 。 


F 
一 一 
377 人 A 
图 4 


概 上 的 位 置 可 亚 可 负 ， 而 且 ， 人 在 板 上 可 以 使 板 向 上 向 
下 。 物 理学 家 称 向 上 的 力 为 正 ， 向 下 的 力 为 负 。 力 可 产生 逆 时 
针 或 师 时 针 的 效果 ， 视 它 作用 于 何 处 而 定 。 力 离 了 越 远 ， 它 产 
生 的 旋转 倾向 越 大 。 物 理学 家 用 力 和 力 的 作用 位 置 的 坐标 之 乘 
积 来 衡量 这 一 旋转 倾向 : 

旋转 倾向 = 力 乘 位 置 。 
例如 ， 在 坐标 为 4 的 点 处 一 个 向 上 的 6 磅 力 ， 产 生 的 旋转 
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吾 


堪 向 为 6x 4。 一 个 向 下 的 6 磅 力作 用 存 - 4 处 产生 的 旋转 倾 
为 (-6) x〈-4)。 但 是 ， 略 看 一 下 图 5 便 知 ， 这 两 个 倾 
应 当 是 一 样 的 ， 都 是 逆 时 针 向 。 

-6 


可 


图 5 


此 ， 物 至 学 家 乐意 于 ( -6) x (-4) 等 于 6x4, 为 
一 个 正 数 。 

在 数学 世界 或 我 们 慎 围 的 世界 中 ， 负 和 敢 负 永远 应 当 为 正 - 
在 理论 或 实践 中 ， 这 样 选取 永远 是 最 佳 的。 假如 任何 人 能 找到 
一 种 情形 ， 提 出 这 个 乘积 为 负 ， 我 将 感到 十 分 意外 。 谁 想 要 使 
这 个 乘积 为 负 ， 他 就 必须 发 明 一 种 新 的 数 系 。 
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正 是 在 幼儿 园 或 一 年 级 ， 我 们 大 部 分 人 开始 我 们 的 数学 旅 
程 。 我 们 就 是 在 那里 明白 了 符号 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
的 意义 。 例 如 ， 我 们 引进 2 的 观念 就 意味 着 看 类 似 于 图 1 的 图 
形 , 图 1 展示 两 个 菜 果 。 

另 一 个 图 形 可 能 像 图 2 一样， 展示 两 个 香蕉 。 
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然后 ,老师 要 求 我 们 说 
明 , 香 区 正好 和 苹果 一 样 多 。 
为 此 ,我 们 把 每 个 苹果 和 一 OO CC 
个 香 若 配对 , 在 它们 之 间 画 

条 线 作为 标志 ,如 图 3。 


如 果 我 们 能 够 把 所 有 的 


苹果 朵 所 有 的 香花 如 此 配 图 1 

对 ,我 们 就 说 香 茹 和 苹 

果 一 样 多 。 为 了 对 它 作 

更 形式 化 的 处 理 , 我 们 

现在 换个 说 法 , “苹果 

的 集合 和 香 若 的 集合 是 

等 数 的 。 这 就 把 我 们 

带 到 了 本 章 的 关键 性 概 

念 。 图 2 
让 我 们 约定 , 如 果 


稳 的 概念 , 但 是 ， 正 如 我 
们 即将 看 到 的 那样 ， 它 远 


我 们 能 够 把 一 个 集合 中 的 
所 有 对 象 同 另 一 个 集合 中 
的 所 有 对 象 一 一 配对 ， 我 
们 就 称 这 两 个 集合 等 数 。 
这 是 一 个 十 分 精确 的 定 
义 ， 我 们 将 严格 遵从 。 它 
看 起 来 好 像 是 一 个 比较 幼 
图 3 
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不 是 平凡 的 。 
作为 一 个 简单 的 例子 ， 考 察 你 所 有 的 左 鞋 集合 和 右 鞋 集 
因为 每 一 只 左 糙 能 够 局 与 之 相应 的 右 鞋 配对 ， 所 以 这 了 两 个 
集合 等 灼 。 (这 里 假定 你 没有 丢失 任何 圣 子 。) 到 大 集合 和 事 
集合 也 是 等 数 的 〈 假 定 没 有 重婚 )。 
迄今 为 止 ， 毫 无 意外 。 
现在 考 虚 所 有 从 0 到 2 的 数 所 成 0 
集合 和 所 有 从 0 到 1 的 数 所 成 集合 。 
我 们 可 以 把 第 一 个 集合 想象 成 一 个 2 0。 1 
叶 长 的 线段 ， 而 把 第 二 个 想象 成 一 个 
1 时 长 的 线段 ， 如 图 4。 
按照 我 们 的 精确 定义 ， 这 两 个 集合 是 
等 数 的 吗 ? 一 个 线段 的 长 度 是 男 一 个 的 两 
倍 ,但 长 度 在 等 数 的 定义 中 不 起 作用 。 事 
实 上 ， 如 图 5 所 提示 ,这 两 个 集合 真是 等 
数 。 


图 5 


对 长 线段 内 的 每 一 点 P， 作 一 条 到 点 
0 的 直线 。 图 5 中 用 虚线 表示 的 这 条 直线 ， 在 点 Q 处 穿 过 短线 
段 。 按 照 这 种 方式 ， 较 长 集合 内 的 每 一 点 ， 恰 好 与 较 短 集合 内 
的 一 点 配对 ,反之 亦 然 。 因 此 ， 根 据 等 数 的 定义 ， 这 两 个 集合 
是 等 数 的 。 

看 起 来 好 像 很 奇怪 ， 一 个 线段 的 长 度 可 以 随 倍 于 另 一 线 
段 ， 但 却 正 好 与 该 线段 有 向 样 多 的 点 。 虽 然 出 入 意外 , 但 看 过 
电影 的 人 不 应 感到 震惊 。 银 幕 上 的 大 图 像 只 不 过 是 影片 上 小 图 
像 的 放大 。 大 图 像 的 每 一 点 和 小 图 像 的 每 一 点 有 一 个 配对 
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系 ， 如 图 6 所 示 。 

如 果 量度 的 话 ， 比 方 说 ， 
以 平方 时 计 ， 则 银幕 的 图 像 有 
较 大 的 面积 。 但 是 ， 等 数 与 面 
积 无 关 。 它 只 关乎 能 否 把 一 个 
集合 中 的 对 象 与 另 一 集合 中 的 灯光 
对 象 -一 配对 。 图 5 

证 我 们 举 另 一 个 例子 。 设 集合 N 由 自然 数 1，2，3, 4 
ee 构成 。 男 一 集合 8 由 平面 内 两 坐标 都 是 自然 数 的 点 构成 。 
图 7 展示 这 随 个 集合 中 的 一 部 分 。 

集合 B 与 N 是 等 数 的 吗 ? 
我 们 能 否 把 1，2，3，4… 中 
的 每 一 个 数 和 无 穷 集合 3 中 的 
一 个 点 配对 ; 使 得 B 中 每 一 点 
都 有 一 个 数 与 之 配对 昵 ? 乍 一 
看 来 ， 这 似乎 是 不 可 能 的 。 毕 
况 , 集合 B 中 每- -水 平行 上 的 
点 已 经 与 集合 N 等 数 。 然 而 ， 
集合 B 和 NN 还 真是 等 数 的 。 为 
证 明 它 们 等 数 ， 我 们 必须 描述 一 种 使 自然 数 与 3 中 的 点 “成 
婚 ”的 方式 。 

为 了 实现 这 种 配对 ， 设 想 B 中 每 一 点 代表 一 株 桔 树 ， 而 
你 希望 检查 每 一 株 树 ， 看 桔子 是 否 成 熟 。 假 如 你 只 是 沿 着 最 底 
下 一 行走 直路 ， 你 就 看 不 到 大 部 分 果树 。 但 是 ， 有 一 条 路 线 能 


使 你 检查 到 每 一 株 树 。 它 是 受 一 位 农夫 开 着 拖拉 机 好 田 的 路 线 
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的 启示 。 它 就 是 图 8 所 示 的 之 。  : i 
有 “ 要 
字形 路 径 。 ~ 
当 你 从 左下 角 出 发 沼 这 个 。““ *、 
路 径 进 行 时 ， 你 ,一边 检查 这 些 。 3 人 A 
树 ， 一 边 给 它们 编号 。 这 就 使 A DA | : 
自然 数 和 果园 中 的 树 成 对 相 。 !| eo。 


A 
a 


配 。 每 一 株 树 得 到 一 个 自然 数 
的 编号 。 每 一 个 自然 数 是 某 一 国有 
株 树 的 编号 。 干 是 ， 初 看 起 来 
似乎 比 自然 数 集合 “更 无 穷 ”的 果树 集合 ， 仍 然 与 之 等 数 。 

过 我 们 暂停 前 进 ， 而 来 回顾 一 下 ， 利 用 精确 的 等 数 概 念 ， 


我 们 都 做 了 什么 。 首 先 ， 我 们 证 明了 ，- -个 线段 等 数 于 一 个 长 
度 为 其 两 倍 的 线段 。 第 一 ， 我 们 证 明了 ， 一 个 小 矩形 〈 影 片 7 
等 数 于 一 -个 大 矩形 (银幕 )。 第 三 ， 我 们 证 明了 ,一 个 果树 集 
合 等 数 于 自然 数 集合 ， 这 个 果树 集合 由 一 行 一 行 的 果树 构成 ， 
每 一 行 都 与 自然 数 集合 等 数 。 

怎么 回 事 呢 ?能 否 任何 两 个 无 穷 集 合 都 是 等 数 的 呢 ? 换 句 
话说 ,无穷 的 “大 小 ”是 否 都 一 样 ， 是 不 是 没有 无 穷 集合 比 另 
一 个 无 穷 集 合 “更 无 穷 "” 对 于 有 限 集合 ， 肯 定 有 不 同 级 别 的 
大 小 。 例 如 ， 注 个 香蕉 的 集合 和 两 个 苹果 的 集合 是 不 等 数 的 。 
不 论 你 如 何 力 图 使 苹果 和 香花 配对 ， 总 会 简 下 一 个 香 蓄 。 这 就 
是 我 们 说 “三 大 于 二 ”时 的 意思 ， 也 是 为 什么 我 们 需要 两 个 符 
号 3 和 2 来 表示 不 同 级 别 的 有 限 的 原因 。 

让 我 们 回 到 无 穷 集合 和 这 一 问题 : “所 有 无 穷 集合 都 是 等 
数 的 吗 ? "这 个 问题 2000 年 前 就 可 以 问 ,但 直到 19 世 纪 下 半 
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叶 才 由 乔 格 : 康 托 尔 〈1345 一 1918) 提出 。 正 如 他 在 1873 年 11 
月 29 日 给 另 一 数学 家 理 查 德 - 戴 德 金 〈1831--1916) 的 一 封 信 
中 所 写 ， 


我 可 以 问 你 一 个 问题 哆 ? …… 这 个 问题 我 回答 不 
了 ; 也 许 你 能 回答 ,而 且 会 悦 慨 地 告诉 我 。 这 个 问题 
如 于 。 取 所 有 自然 数 的 集合 ， 称 之 为 人， 以 及 所 有 实 
数 的 全 合 ， 记 为 从。 于 是 ， 这 个 问题 就 是 : 能 否 让 NN 
同 民 配对 ， 使 得 一 个 集合 中 的 每 个 数 ， 对 应 于 另 一 
集合 的 一 个 而 且 只 是 一 个 数 ? 在 一 看 来 。 有 人 会 自 言 
自 语 ， “不 ， 这 不 可 能 ， 因 为 N 由 离散 的 部 分 构成 而 
RR 是 一 个 连续 统 。” 但 是 ， 议 样 的 异议 什么 也 没有 证 
明 。 我 也 同样 感觉 ，N 入 不 会 容许 这 祥 的 配对 ， 但 
我 还 找 不 出 理由 。 正 是 这 个 理由 让 我 国 匣 ， 可 能 它 很 
简单 。 

年 一 看 来 ， 人 们 不 会 猜想 N 不 能 与 所 有 正 有 理 
数 pg 的 全 合 配对 吗 ? 然而 不 难 证 明 ， 这 祥 的 配对 能 
够 找到 。 


康 托 尔 提 到 的 有 理 数 同 自然 数 的 配对 ， 可 以 借助 于 我 们 的 
果树 集合 进行 设计 。 如 图 9。 把 这 些 分 数 像 树 一 样 排列 ， 在 每 
一 行 中 ,分子 保持 不 变 。 

然后 , 沿 着 你 通过 果树 园 所 走 的 同一 路 径 进 行 ， 你 一 边 
走 , 一 边 给 自然 数 和 分 数 配 对 。 当 然 ， 你 甚至 把 1/2，2/4， 
3 /6,4/8,…… 都 算 做 了 不 同 的 数 , 但 它们 表示 同一 个 有 理 
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数 。 如 果 你 不 想 重复 计 
数 有 理 数 ， 可 以 从 图 9 
中 删 去 未 经 化 简 为 最 低 
项 的 任何 分 数 ， 只 保留 
那些 已 化 简 的 分 数 。 然 
后 采取 同一 路 线 计数 科 
下 的 分 数 ， 当 你 沿 同样 


5 5/2 
4/1 4/2 
3/1 3/2 
2/11 2/2 
11 172 


的 之 字形 路 径 走 过 它们 时 。 
戴 德 金 回 了 信 ， 但 没有 解决 这 个 问题 在 !2 月 2 日 ， 康 


托 尔 再 次 写 信 给 他 : 


5/5 
4/35 
3/5 
2/5 
175 


我 由于 下 述 原因 提出 我 的 问题 。 许 多 年 前 我 就 考 
让 过 它 ， 并 且 总 是 留 下 疑问 ， 不 知 这 个 问题 表现 出 的 
困难 ， 是 主观 方面 的 ， 还 是 实际 的 ， 本 体 所 固有 的 。 
我 从 未 认真 地 思索 过 它 ， 因 为 它 对 我 没有 特殊 的 实际 
兴趣 ， 而 且 ， 如 果 你 说 由 于 这 个 原因 它 不 慎 得 花费 太 
多 精力 ， 我 完全 同意 你 的 意见 。 只 是 ， 它 定 会 是 一 个 


在 写 过 这 封 信 的 一 周 


之 内 ， 康 托 尔 完成 了 最 激动 人 心 最 基 


本 的 数学 发 现 之 一 :并非 所 有 无 穷 集 合 都 是 等 数 的 。 无 穷 有 不 


同 级 别 ， 正 如 有 限 有 不 同 级 别 一 样 。 这 个 结果 对 20 1 


世纪 数学 


的 影响 ， 就 像 2300 多 年 前 无 理 数 的 发 现 对 希腊 数学 的 影响 一 


样 重大 。 


康 托 尔 在 1873 年 发 现 的 论证 比较 复杂 ， 但 他 在 1890 年 发 
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现 了 一 -个 较为 简单 的 论证 。 我 们 将 要 介绍 的 就 是 第 二 个 。 

记 住 ，N 是 自然 数 上 2。 3，4，…… 的 集合 ，R 是正 实 数 
的 集合 。 我 们 要 证 明 ， 不 可 能 使 N 的 所 有 成 员 同 R 的 所 有 成 
员 -~ 配对， 换个 提 法 ， 不 可 能 按 “ 第 一 ".“ ，“ 第 三 ” 
等 等 列举 出 所 有 正 实数 (纵然 我 们 能 够 利用 之 字形 路 径 蜀 举 出 
所 有 的 正 有 理 数 )。 

康 托 尔 记 做 的 事情 就 是 指出 ， 对 列举 正 实 数 的 企 何 表 ， 总 
有 一 数 不 在 表 上 。 这 就 表明 ， 不 可 能 使 N 同 R 一 一 配对 。 当 
然 , 我 们 可 使 N 同 R 的 一 部 分 配对 ,比方 说 , 以 1 配 171, 以 
2 可 12， 以 3 配 1/3， 如 此 等 等 ， 以 每 一 个 自然 数 配 它 的 倒 
数 。 但 是 ， 我 们 永远 不 可 能 使 N 同 的 所 有 成 员 配对 。 

现在 来 看 康 托 尔 的 推理 。 设 想 有 任何 一 张 正 实数 表 。 表 中 
每 一 个 数 对 应 于 自然 数 1，2，3,，…… 之 一 。 十 是 ， 这 张 表 可 
能 看 起 来 像 下 面 那 估 。 (我 用 特殊 数 ， 为 的 是 避免 许多 符号 乔 
七 八 糟 。 这 个 推理 适用 于 任何 这 样 的 表 。》 记 住 ， 这 表 是 没有 
尽头 的 ， 而 且 一 旦 定 下 来 就 永远 不 变 。 下 面 只 是 展示 表 中 的 前 


几 个 数 。 
1 10.387425… 
2 7.084416… 
3 0.250000… 
4… 113.333333… 
5 0.912664… 


在 表 中 第 一 个 数 小 数 点 右边 的 第 一 个 数字 于 划 线 。 然 后 在 
表 中 第 二 个 数 小 数 点 右边 的 第 二 个 数字 下 划 线 。 然 后 在 第 三 个 
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数 小 数 点 右边 的 第 三 个 数字 下 划 线 ， 如 此 等 等 。 划 线 之 后 的 这 
些 数字 如 下 表 所 示 。 

1 1I0. 387425… 

2 7.084416… 

3 0.250000… 

4 113.333 333… 

5 0.9126 64: 
别 去 管 那些 没 划 线 的 数字 。 它 们 在 此 推理 中 不 起 任何 作用 。 只 
有 这 一 串 划 线 的 数字 有 用 ， 它 们 构成 一 条 无 穷 的 下 向 对 角 线 。 
康 托 尔 利用 这 条 对 角 线 构造 一 个 数 ， 称 之 为 *， 然 后 他 证 
明 ,， 不 在 该 表 上 。 这 个 数 狐 似 : 

0 

我 们 必须 弄 清楚 待 焉 的 空 占 处 应 当 放 些 什 么 数字 。 

为 方便 起 见 ， 我 们 依次 写 下 划 线 的 数字 : 

38036…。 

在 其 中 的 每 一 个 数字 下 面 写 一 个 与 之 不 同 的 数字 。 为 了 自动 完 
成 这 一 工作 ,不 必 一 次 一 次 地 选择 ,我们 制定 一 条 规则 : 如果 
划 线 的 数字 是 8， 就 写 一 个 7; 如 果 划 线 的 数字 不 是 8， 那 就 写 
一 个 8。 于 是 , r 就 是 这 样 一 个 数 ， 其 10 进 制 形式 由 我 们 的 规 
则 给 定 。 在 我 们 的 特例 中 ， 它 的 开头 是 
r=0.87888."… 

此 数 + 不 可 能 在 表 中 任何 地 方 出 现 。 ! 在 继续 往 下 阅读 之 
前 ， 想 想 这 个 结论 。 它 能 是 第 一 个 数 吗 ?第 二 个 ? 第 三 个 ?) 

它 不 能 是 第 一 个 数 ， 因 为 它 在 小 数 点 后 第 一 位 已 经 与 第 一 
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个 数 不 同 。 它 不 能 是 第 二 个 数 ， 因 为 它 在 小 数 点 后 第 二 位 已 经 
与 该 数 不 同 。 它 不 能 是 第 三 个 数 ， 因 为 它们 在 第 三 位 已 经 不 
同 。 更 一 般 地 说 ， 至 少 怎 第 "个 小 数位 上 ， 它 与 表 中 第 n 个 数 
不 同 。 所 以 ，r 不 能 在 表 上 任何 地 方 出 现 。 这 一 论证 适用 于 所 
有 可 能 的 表 ， 而 不 只 是 我 们 由 之 出 发 的 那 张 。 

我 们 必须 作出 结论 ;不 可 能 使 N 与 R 一 一 配对 。 由 正 实 
数 集合 所 代表 的 无 穷 的 级 别 ， 真 正大 于 由 自然 数 集 合 所 代表 的 
无 穷 的 级 别 。 就 像 你 试图 把 两 个 苹果 同 三 个 香 葵 配对 ， 你 总 会 
番 下 一 个 香 共 一 祥 ， 当 你 试图 把 自然 数 同 实 数 配 对 时 ， 你 总 会 
有 实数 剩 下 。 

我 们 必须 作出 结论 ， 有 各 种 各 样 “ 大 小 ”的 无 穷 集 合 。 由 
自然 数 集合 所 代表 的 无 穷 是 最 小 的 。 任 何 能 与 这 个 集合 一 一 配 
对 的 集合 称 为 可 数 集合 。 我 们 已 证 ， 有 理 数 是 可 数 的 ， 而 实数 
则 否 。 

无 理 数 是 否 可 数 呢 ? 如 果 可 数 ， 我 们 就 能 使 它们 同 图 10 
中 下 面 一 行 (无 穷 ) 圆 点 配对 。 


然后 ， 我 们 可 以 让 有 理 数 同 上 面 一 行 圆 点 配对 。 这 样 ， 我 
们 就 已 经 把 所 有 实数 同 图 10 中 所 有 圆 点 配对 。 但 是 ， 证 明了 
8 中 的 果树 是 可 数 的 同 祥 方法 表明 ， 图 10 中 的 圆 点 是 可 数 
的 。( 农 夫 可 以 检查 只 有 两 行 的 全 部 果树 。) 这 就 意味 着 所 有 实 
数 是 可 数 的 。 因 为 它们 不 是 可 数 的 ， 所 以 我 们 必须 作出 结论 ， 
无 理 数 是 不 可 数 的 。 那 就 是 说 ， 无 理 数 比 有 理 数 要 多 。 
4 
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是 可 数 的 的 符号 为 Xo。 发 音 为 “ 阿 责 夫 零 “。 正 像 两 个 苹 
果 的 集合 有 两 个 成 员 一 样 ， 自 然 数 集合 有 Xo 个 成 员 。 

站 是 所 有 自然 数 之 后 的 第 一 个 数 。 

项 便 说 说 ， 符 号 其 是 希 伯 来 字母 系统 的 第 一 个 字母 。 康 托 
和 尔 选 中 它 是 因为 它 在 希 伯 来 文中 表示 数 一 【 单 位 )， 而 且 他 想 
象 无 穷 集 合 有 个 单位 ,或 “一 "这 就 是 为 什么 一 百 多 年 来 
其 ( 带 上 各 种 下 标 ) 用 于 表示 无 穷 大 小 的 原因 。( 表 示 实 数 集合 
大 小 的 符号 为 ce， 代表 continuum (连续 统 )。) 
托 尔 的 发 现 ， 不 只 是 “一 个 漂亮 的 结果 。” 它 对 数学 与 
逻辑 一 直 有 着 深刻 的 影响 。 例 如 ， 在 高 等 微 积 分 、 拓 扑 学 和 代 
数学 中 ,必须 十 分 注意 无 穷 集 合 的 大 小 。 在 这 些 领域 中 ， 有 许 
多 定理 对 可 数 集 合成 立 ， 而 不 对 所 有 无 穷 案 合成 立 。 此 外 , 康 
托 尔 的 对 角 线 法 其 至 出 现 于 逻辑 学 和 计算 机 理论 中 。 

康 托 尔 所 提 的 这 个 看 局 幼稚 和 无 关 紧 要 的 问题 开创 了 一 
场 革命 。 在 数学 中 ， 跟 在 许多 学 科 中 一 样 ， 提 出 正确 的 问题 和 
求 得 正确 的 答案 完全 同等 重要 。 
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第 三 篇 ” 越 来 越 接近 


第 二 十 七 章 零 除 以 零 


设想 苏 格 拉 底 向 他 的 两 位 青年 朋友 ,帕特里克 和 帕 特 丽 
夏 ， 询 问 一 个 问题 。 
蓉 格 拉 底 : 当 x 越 来 越 靠近 1 时 ， 商 式 
到 -1 


x—1 


会 发 生 什 么 变化 ? 
胡 特 里 克 : 这 很 容易 。 当 x 是 1 时 ， 分 子 是 了 2 - 1， 等 于 0。 分 
母 是 1 - 1， 也 等 于 0。 所 以 ， 这 个 商 成 为 


0 
0。 
因为 任何 数 除 以 自身 得 1， 故 当 x 趋 近 于 1 时 ， 
Rl 
x—1 


趋 近 十 1。 
帕 特 丽 夏 ; 这 没有 任何 意义 。 
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苏 格 拉 底 : 为 什么 没有 ? 

帕 特 丽 夏 : 除 以 0 是 荣 雇 的 。 

苏 格 拉 底 : 为 什么 ? 

帕 特 丽 夏 : 效法 是 查看 张 法 的 一 种 方式 。 当 我 们 说 “6 除 以 2 
等 本 3” 时 ,我 人 是 在 回答 这 样 一 个 莱 法 问题 : “2 
雏 几 等 于 6"。 换 名 话说， 我 代 是 在 填 等 式 

2x[ ]=6 

中 的 方 框 。 有 一 种 方式 ， 而 且 只 有 -种 方式 ， 可 填 

这 个 方 框 。 但 是 , 谈 到 “0 除 以 0”"， 我 们 就 必须 填 


Ox 0 =0 
中 的 方 杠 。 麻 烦 是 ， 这 个 方 框 中 填 任何 数 部 行 。 例 
如 ， 

0x5=0D， 

0x7=0。 


所 以 , 谈 “0 除 以 0” 是 毫 无 意义 的 。 它 完全 不 同 
于 “6 除 以 2”。 

苏 格 拉 底 : 但 是 ,帕特里克 说 ， 任 何 数 除 以 自身 得 1 ， 

验 特 丽 夏 :; 他 说 得 对 ,但 0 除外 。 

荔 格 拉 底 : 那么 ， 关 于 我 的 问题 怎么 样 呢 ? 当 x 越 来 越 洁 近 1 
时 ， 


x* -1 


x—1 


到 底 会 发 生 什 么 情况 ? 
帕特里克 : 我 仍然 认为 它 趋 近 于 1。 
苏 格 拉 底 ; 我 们 怎样 找 出 它 来 。 
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贝 特 丽 夏 : 只 须 试 取 靠 近 1 的 某 些 *， 看 会 发 生 什 么 情况 。 
苏 格 拉 底 : 作用 对 人 部 


0.Dz-1_1L21-1_0.21_，) 
1.1=1 0.1 01 


顺 ， 它 不 靠近 1。 我 仍然 认为 ， 如 果 我 们 选取 更 靠 
近 1 的 x， 那 么 你 的 商 就 会 靠近 1。 


苏 格 拉 底 : 干 吧 ! 
帕特里克 ; 我 将 试 试 1.01。 那 样 一 来 ， 应 当 解 决 问题 。 现 在 ， 
这 商 是 
(407 -1 10201-1 0.0201 


=2.01。 


1.01 -1 0.01 0.01 
啊 一 哈 ， 它 不 靠近 1。 我 要 改变 我 的 观点 。 我 觉 
得 ， 当 x 越 来 越 厂 近 1 时， 这 个 商会 趋 近 于 2。 
苏 格 拉 底 : 为 什么 是 2? 
帕特里克 : 它 是 靠近 2.01 的 惟一 常见 数 。 
苏 格 拉 底 : 为 什么 这 个 商 一 定 要 趋 近 一 个 常见 数 ? 
帕特里克 : 否则 ， 我 只 有 放弃 。 
帕 特 鲜 夏 : 我 们 不 能 再 试 试 甚至 更 接近 1 的 某 个 数 ， 看 会 发 生 
什么 情况 吗 ? 
苏 格 拉 底 : 试 吧 ! 
帕 特 丽 夏 :; 我 将 试 试 x = 1.0001。 于 是 我 得 到 


2-1 L00017-1 .1.00020001-1 
-1 1.0001-1 0.0001 
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0 = 2.0001。 它 的 确 接 近 于 2。 这 次 可 


能 帕特里克 是 对 的 。 我 想 ， 当 x 越 来 越 靠近 1 时 这 
个 商 趋 近 于 2。 


苏 格 拉 底 ; 但 是 ， 也 许 这 个 商 趋 近 于 1.999999976 呢 ? 那 也 是 
可 能 的 吧 ? 

由 特 钞 夏 : 那 是 可 能 的 但 如 果真 是 那样 ， 我 会 感到 惊异 。 

苏 格 拉 底 : 在 这 方面 ,你 们 沽 人 一 青 ， 而 且 你 们 有 坚定 的 看 
法 。 但 是 ， 你 们 没有 确 辫 无 疑 地 真正 解决 这 个 问 
题 。 

帕 特 丽 要: 我 有 一 个 看 法 。 只 要 我 们 使 用 特殊 的 方法 ， 我 们 就 
永远 不 能 肯定 。 但 是 ， 这 个 商 


| 


x-l 
使 我 想起 了 我 以 前 曾经 见 过 的 某 些 商 ， 只 是 字母 
T 而 非 xe 我 想起 来 了 。 有 这 样 一 个 等 式 ， 
下 + 1 


Ir 


1 
我 在 这 本 书 中 看 到 过 它 。 
k= 1 的 情形 就 是 


=1+r+tr + + 


但 是 ， 
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帕特里克 : 
帕 特 丽 夏 : 


苏 格 拉 底 : 
帕特里克 : 
苏 格 拉 底 : 


内 此 


当 上 不 是 1 时 这 个 等 式 有 意义 ， 如 果 我 用 字母 x 代 
替 r， 左 边 恰好 就 是 你 的 商 : 


=1+xe 


: 那 又 怎样 呢 ? 
: 看 1+x 如 何 变化 要 比 看 这 个 商 如 何 变化 容易 得 多 。 
: 你 是 对 的 。 当 x 靠近 1 时 ，1+x 人 靠近 1+1， 它 就 


是 2。 我 不 必 担 心 除 以 0。 因 此 ， 当 x 越 米 越 靠 近 1 
时 ， 那 个 商 的 确 趋 近 于 2。 这 就 是 我 已 经 说 过 的 。 


底 : 那么 ， 当 x 越 来 越 靠近 1 时 ， 


1 
x-1 


会 怎样 ? 

我 敢 断 定 它 越 来 越 接 近 2。 

我 不 知道 ， 但 我 将 对 此 用 同样 的 方法 ， 写 出 
到 -1 2 


wl ltx+txe 


当 x 越 来 越 靠 近 1 时 ，1 + x+x? 越 来 起 靠 江 1+1+ 
1， 它 等 于 3。 所 以 、 我 确信 ， 这 个 商 移 近 于 3。 
那么 ,帕特里克 的 猜想 错 了 吗 ? 
这 不 公平 。 它 使 用 了 诡计 。 
她 第 一 次 用 它 ， 你 可 以 称 之 为 诡计 。 但 第 二 次 不 
是 。 另 一 方面 ， 像 一 把 锤子 或 钳子 一 样 ， 它 只 是 一 
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个 工具 。 你 能 把 锤子 称 为 淆 计 吗 ? 


: 一 个 等 式 不 是 一 拒 锤 子 。 我 仍然 认为 ， 这 个 商 赵 近 


JT"26 


:而 固 的 家 伙 ! 
; 如 果 他 还 是 不 相信 它 趋 近 于 3， 我 想 我 能 让 他 恢复 


正常 。 


: 有 什么 办 法 ? 


; 拷 将 用 一 个 靠近 1 的 特殊 数 ， 比 如 说 1.01。 于 是， 


帕特里克 : 
苏 格 拉 底 : 
帕特里克 : 
帕 特 丽 夏 : 
苏 格 拉 底 : 


这 个 商 就 是 
1.0B-1_1.030301 -1 
1.01 -1 0.01 

怎么 样 ， 帕 特 里 克 ? 

我 投降 ， 它 是 3。 

我 们 这 次 谈话 的 启示 是 什么 呢 ? 

不 。 当 你 看 到 零 除 以 零 时 要 小 心 谨慎 。 

是 的 。 当 你 用 一 个 小 数 去 除 一 个 小 数 时 ， 这 个 商 可 

能 很 天 很 大 ， 可 能 很 小 很 小 ， 也 可 能 在 两 者 之 间 的 

任何 地 方 。 两 个 小 数 的 乘积 ， 或 它们 的 和 ， 或 它们 

的 差 ， 就 都 不 是 这 样 。 在 每 一 种 情形 下 ， 你 都 会 得 

到 一 个 小 数 。 除 法 完全 是 另外 一 回 事 。 在 一 个 小 数 

除 以 另 一 个 小 数 时 ， 什 么 情况 都 可 能 发 生 。 


=3.0301。 
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第 二 十 八 章 “” 一 条 曲线 有 多 陡 ? 


当 你 看 一 张 旧金山 地 图 时 ， 本 下 会 提 到 这 个 城 和 才 
城区 有 山 。 那 里 的 衔 首都 顺 直线 走 。 它 们 不 顾 任 何 障碍 ， 
劲 儿 息 上 让 下 这 些 山峰 ， 而 不 是 沿 着 周边 行进 。1906 生地 有 
之 后 , 曾 有 一 个 短暂 的 时 间 ， 试 图 让 街道 顺应 自然 ,但 未 获 成 
功 ， 因 为 人 们 立刻 搬 回 了 他 们 的 老 地 方 。 当 你 开车 沿 着 一 条 陡 
峭 的 街道 往 上 行驶 ， 快 要 达到 顶部 时 ， 你 看 到 的 只 是 蓝天 在 
前 。 你 不 能 肯定 ， 是 这 条 街道 会 继续 往 前 延 伟 ， 还 是 你 会 从 县 


崖 上 险 下 。 本 
日 金山 最 陡 的 街道 有 多 陡 ? 人们 通常 匡 

猜测 ， 它 与 水 平面 构成 一 个 约 为 43" 的 角 。 加 

这 就 意味 着 ， 每 前 进 ! 哎 ， 即 每 有 T 虫 的 和 二 并 1 页 一 


水 平 运动 , 就 上 升 1 中 。 这 个 陡峭 度 如 图 图 1 
1 所 示 。 

实际 上 ， 汽 车 使 用 的 最 陡 街 道 是 菲 尔 伯 特 ， 它 的 角 只 是 
17.5$"， 即 当前 进 100 呢 时 只 是 上 升 31.5 腿 。 它 的 陡峭 度 如 图 2 
所 示 。 


正如 我 们 所 看 到 的 ， 衡 量 一 下 
条 直线 的 陡峭 度 有 两 种 方式 。 或 了 
者 给 出 它 与 水 平面 构成 的 角 , 或 1 

者 指出 ， 对 于 一 定 的 《水平 ) 前 图 2 


第 三 篇 。 越 来 越 接近 oh a Nie TT 


进行 程 ， 上 升 高 度 是 多 少 。 我 们 将 采用 第 二 各 方法 ， 用 商 数 
升 高 
衣 寺 各 和 
来 描写 随 峭 度 ， 称 这 个 商 为 该 直线 的 斜率 。 木 工 称 之 为 《屋顶 
的 》 笠 度 ， 而 公路 工程 师 称 之 为 〔 道 路 的 ) 坡度 。 陋 便 说 一 
下 。 一 个 A -结构 的 房屋 ， 其 最 小 斜 度 应 为 1.3， 以 便 泻 雪 。 
州 际 公路 系统 的 任何 部 分 ,坡度 最 多 为 0.06。 加 利 福 尼 亚 的 
一 条 新 路 获准 最 陡 的 坡度 为 0.09， 但 只 限于 市 内 丘陵 区 。 
图 1 中 全线 的 斜率 是 171, 即 .全 和 


1。 在 图 2 中 ,和 斜率 是 31.5/100 = :3 - 
0.315。 和 斜率 越 大 ， 直 线 越 陡 。 : 本 
现在 , 让 我 们 考察 xy 平面 内 ; ， 7 
直线 的 斜率 。 而 不 是 山 的 斜率 。 设 
L 是 xy 平 面 内 的 一 条 直线 ， 如 图 3 
所 示 。 
在 L 上 任意 选择 两 点 ， 称 之 为 
?与 Q, 让 P 在 Q 的 左边 ,如 图 4。 
这 两 点 决定 一 个 直角 三 角形 
PCQ， 其 直角 边 平行 于 坐标 轴 ， 如 
图 4。PC 的 长 度 是 前 进行 程 。 它 是 
x 的 改变 量 。 垂 直 边 QC 决定 上 升 
高 度 。 它 是 了 的 改变 量 。 如 果 当 我 
们 沿 着 这 条 直线 从 P 移动 到 Q 时 ， 我 们 是 向 上 运动 ， 如 图 4， 
则 上 升 高 度 取 为 正 数 。 但 是 ， 如 果 当 我 们 沿 着 这 条 直线 从 左 往 
右 时 ， 我 们 是 往 下 走 ， 则 上 升 高 谋取 为 负数 。 图 5 所 示 的 直线 
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就 是 如 此 。( 这 个 词组 “ 负 的 上 升 高 度 "， 听 起 来 有 点 奇怪 ， 但 
是 ， 描 述 经 济 或 人 口误 减 的 词组 “负增长 ”不 也 是 这 样 吗 ! 此 
外 ， 和 上 行 一 样 ， 电 梯 也 下 行 。) 

平面 内 一 条 直线 的 陡峭 。 ;者 
度 ， 或 斜率 ， 是 商 数 

上 升 高 度 
前 进行 程 * 

它 可 以 是 负 的 ， 如 图 5。 ( 道 
路 ， 屋顶 等 等 的 斜率 永远 取 为 
正 数 。) 

作为 练习 ， 请 画 出 * 轴 ，y 轴 和 一 条 不 平行 y 轴 的 直线 1。 
在 直线 上 取 两 点 P 与 0， 景 出 它们 所 确定 的 前 进行 程 和 上 开 高 
度 〔( 最 好 以 厘米 计 ， 以 便 计算 )}。 然 后 计算 笠 率 。 对 直线 上 的 
另外 两 点 ， 照 做 一 次 。 你 应 该 得 到 相同 的 斜率 一 -或 几乎 相 
同 ， 因 为 在 测量 中 总 有 微小 误差 。 

关于 直线 的 斜率 就 说 到 这 里 。 
但 是 ， 曲 线 的 斜率 是 什么 呢 ? 图 6 
显示 出 曲线 y= 的 一 部 分 。 

靠近 点 A 的 部 分 一 点 也 不 陡 。 
当 你 沿 着 这 曲线 从 A 向 右 移动 时 ， 
陡峭 度 增加 。 在 点 B 处 ， 曲 线 很 
能 。 当 陡峭 度 随 点 而 变 的 时 候 ， 我 
们 怎样 才能 衡量 一 条 曲线 的 陡峭 度 呢 ? 

特殊 而 实在 地 说 ， 我 们 想 要 知道 该 曲线 在 点 P= (1，1) 
处 有 多 陆 。 我 们 可 用 直 尺 画 一 条 通过 了 的 直线 T， 让 它 看 起 来 
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像 在 点 ?与 该 曲线 沿 同 -- 方 向 运动 。T 只 臣 接 触 该 基线 ,但 不 
越过 它 。 称 了 为 该 是 线 的 切线 (tangent)， 来 自 拉 了 文 tangere 
(接触 ) 。 

在 画 T 时 自然 会 有 一 些 误差 ， 
因为 该 曲线 靠近 P 的 “方向 ”是 难 
以 佑 计 的 。 但 是 ， 至 少 我 们 可 以 使 
用 T 上 的 两 点 , 例如 P 和 另 一 点 2.gem 
Q， 估 计 出 工 的 斜率 。 图 7 中 就 这 - 
样 作 了 。 

在 我 的 估计 值 中 ， 前 进行 程 约 图 7 
为 1.3 厘米 ， 上 升 高 度 约 为 2.8 厘米 。 因 此 。 这 个 斜率 的 估计 
全 为 


7 轴 


他 率 “2 2.2。 


这 只 是 一 个 估计 值 。 我 建议 你 作 一 个 更 大 得 多 的 曲线 y= 允 的 
草图 ， 并 尽 可 能 地 画 出 P= (1，1) 处 的 切线 T。 然 后 沿 T 作 
一 个 大 三 角形 ， 以 获得 一 个 上 升 高 度 和 前 进行 程 。 

如 果 你 有 足够 的 时 间 和 纸张 ， 你 可 以 作 一 个 该 曲线 的 巨大 
图 形 ， 画 出 (1，1) 处 的 切线 ， 更 精确 一 些 地 估计 出 斜率 。 但 
是 你 要 注意 ， 切 线 了 的 角度 稍 有 变化 ， 可 使 斜率 发 后 很 人 的 改 
变 。 此 外 ， 一 个 估计 只 是 一 个 估计 ， 甚 至 一 百 个 佑 计 也 只 是 一 
百 个 估计 。 

那么 ,我 们 怎样 才能 求 出 〈1，1) 处 切线 的 准确 斜率 呢 ? 
记 住 ， 这 个 场 线 T 的 斜率 ， 与 该 曲线 在 〈1，1) 处 的 土 率 相 
同 。 幸 好 ， 另 有 一 法 应 付 这 一 挑战 ， 它 不 需要 我 们 画 什 么 。 现 
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在 让 我 们 来 看 这 另 一 种 方法 。 

在 曲线 上 选取 适当 靠近 了 的 一 
点 Q。 点 P 和 Q 决 定 一 条 直线 L。 
这 条 直线 称 为 由 P 了 和 Q 决定 的 割 
线 。 这 条 直线 位 于 P 和 Q& 之 间 的 部 
分 称 为 由 P 和 Q 决定 的 弦 。L 当然 
不 是 P 处 的 切线 ， 但 确实 有 点 相 
似 。 如 图 8 所 示 。 8 

你 选取 的 Q@ 越 接近 P， 直 线 看 起 来 就 诚 像 转 线 T。 你 可 
以 在 你 自己 的 图 形 上 直接 验证 这 点 。 所 以 ，L 的 斜率 给 T 的 斜 
率 提供 了 一 个 估计 值 。 

为 获得 对 这 一 不 同方 法 的 感觉 ， 让 我 们 来 看 看 ， 对 于 特殊 
选取 的 某 些 点 Q， 我 们 得 到 什么 样 的 估计 。 例如， 取 Q 为 该 曲 
线 上 以 1.1 为 x 坐标 的 点 。 因 为 曲线 方程 为 y=x, 故 Q@ 的 y 
坐标 是 1.1 的 平方 , 如 1.21。 图 9 显示 P= (1, 1) 和 Q= 
{1.1, 1.21)。 
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为 求 过 P 与 Q 的 直线 工 的 斜率 ， 画 出 由 这 两 点 所 决定 的 
微小 “高 度 - 行程” 三角形。 图 10 显示 这 个 三 角形 ,稍微 有 
所 放大 。 


7 了 轴 


高 度 = 1.21- 1=0.21 


| 行程 =1.1-1=0.1 
一 一 个 人 轴 
图 10 

在 这 个 小 三 角形 中 ， 上 升 高 度 的 精确 值 是 1.21 - 1= 0.21， 
而 前 进行 程 是 1.1-1=0.1。 所 以 ， 过 与 妨 的 近似 直线 工 的 
斜率 为 


志 订 -9 
前 进行 程 一 


这 只 是 点 P 处 切线 斜率 的 另 一 个 估计 。 但 是 ， 与 我 们 前 面 的 估 
计 相 对 照 ， 我 们 实际 上 根本 不 需要 画 什 么 。 图 10 只 是 作为 我 
们 思考 问题 的 一 个 向 导 。 我 们 的 计算 不 依赖 它 。 当 然 ， 这 只 是 
一 个 估计 。 

为 了 对 点 了 的 斜率 有 一 个 更 好 的 估计 ， 在 该 曲线 上 选取 更 
接近 于 P= (1，1) 的 一 点 Q。 例 如 ， 这 次 选取 以 1.01 为 x 坐 
标的 点 Q。 于 是 , Q= (1.01，1.01) = (I.01, 1.0201)。 根 
本 不 必 作 任何 图 ,我 们 求 得 直线 PQ 的 斜率 为 


上 上升 高 度 
齐 坟 行程 ”1.01 -1 
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注意 这 个 魔术 : 我 们 甚至 连 该 曲线 ， 或 P， 或 Q， 或 通过 了 与 
Q 的 直线 ， 都 没有 画 。 

我 们 仍然 不 知道 P 处 切线 下 的 斜率 。 我 们 的 前 两 个 估计 
2.1 和 2.01 可 能 上 暗示， 了 的 斜率 是 2。 它 是 灌 近 2.01 的 惟一 党 
见 数 , 但 我 们 不 能 肯定 T 的 斜率 必 为 常见 数 。 说 不 定 它 是 
1.987， 或 者 是 涉及 2 的 平方 根 或 更 奇特 的 什么 东西 的 复杂 表 
示 式 哩 。 

我 们 必须 准确 地 找 出 ， 当 Q 趋 近 于 了 时, 过 P 与 Q@ 的 直 
线 工 的 斜率 会 发 生 什 么 情况 。 为 此 ， 我 们 必须 停止 选取 特殊 点 
Q， 一 举 考 察 所 有 可 能 的 Q。 

为 此 ， 设 x 是 大 于 工 的 任 一 数 ， 设 Q 是 点 (xz，2)。 让 我 
们 来 看 看 ， 当 x 越 来 越 靠近 1 时 , 过 P= (1, 1) 与 Q= (x， 
x?) 的 直线 的 斜率 会 怎么 样 。 图 11 展示 一 般 情形 。 


在 此 一 般 情 形 下 ， 近 似 直 线 的 斜率 是 


士 升 高 度 _ 之 = (1) 
前 进行 程 x-1° 


第 三 篇 。 越 来 越 接近 Se Nrbes TT 


我 们 必须 找 出 ， 当 x 越 来 越 舍 近 1 时 ， 商 数 1 会 怎么 样 。 但 
是 由 于 愉快 的 巧合 ,我们 已 经 知道 ， 当 x 趋 近 于 1 时 这 个 商 
数 如 何 变化 。 在 第 二 十 七 章 ， 在 指出 这 个 商 数 等 于 x+1 之 后 ， 
我 们 已 经 看 到 ， 它 趋 近 于 2。 

这 商 


妍 趋 近 于 该 曲线 在 〈1，1)》 处 的 奈 线 工 的 斜率 ， 又 趋 近 于 数 
2。 所 以 ,这 条 切线 的 斜率 确实 是 一 个 常见 数 ， 即 2。 而 且 ， 
根本 不 用 画 纤 何 图 ， 我 们 就 求 出 了 它 。 

我 们 说 “曲线 y = 交 在 (1，1) 处 的 斜率 "， 到 底 是 什么 
意思 呢 ? 我 们 指 的 是 该 曲线 在 〈1，1)》 处 的 切线 的 斜率 ， 因 为 
这 条 切线 提示 该 曲线 在 (1，1) 附近 的 方向 。 现 在 我 们 可 以 
说 ,该 曲线 在 (1，1) 处 的 斜率 恰好 是 2。 

为 了 检验 你 对 邻近 点 方法 的 理解 ， 我 建议 你 转 而 考虑 曲线 
y= 闻 ， 求 出 它 在 点 〈1，1) 处 的 场 线 余 率 。 注 意 ，(1，1)》 确 
实在 曲线 上 。( 你 会 遇 到 商 (2 -1) / (xz-~ 1)。) 然后 对 曲线 了 
= 型 如 法 炮制 。 

邻近 点 方法 不 只 是 对 点 (1，1) 有 效 ， 它 适用 于 这 些 曲 线 
上 的 任何 一 点 。 按 第 二 十 七 章 的 精神 ， 它 只 不 过 要 求 更 多 一 点 
的 代数 。 这 种 方法 的 基本 思想 ， 已 经 体现 在 我 们 考虑 过 的 实例 
中 。 在 微 积分 课程 中 ， 这 方法 被 用 于 各 种 各 样 的 曲线 。 
在 经 济 学 ,生物 学 ,工程 学 ， 物 理学， 化 学 ,工商 管理 等 
等 学 科 中 ， 曲 线 的 斜率 起 着 重要 的 作用 。 原 因 之 一 是 ， 如 果 我 
们 知道 斜率 的 公式 ， 我 们 就 能 找到 曲线 的 最 高 点 和 最 低 点 。 想 
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要 知道 为 什么 ， 请 看 图 12 中 的 曲线 。 
7 轴 


+ 轴 


图 12 

设想 画 出 该 曲线 在 高 点 了 或 低 点 B 的 切线 。 这 两 条 直线 
都 平行 于 %， 而 斜率 为 0， 
如 图 13 所 示 。 (设想 你 让 一 A 
条 直上 尺 平行 于 x 轴 。 然 后 ， 
将 它 向 上 滑动 直到 刚好 与 该 
曲线 接触 ， 或 者 向 下 直到 刚 
好 与 该 曲线 接触 。) * 轴 

如 果 我 们 有 一 个 该 曲线 3 号 
在 所 有 各 点 的 斜率 的 公式 ， 
我 们 就 会 寻找 在 该 处 斜率 为 0 的 那些 点 。 这 就 意味 着 解 一 个 方 
程 , 代数 课 中 训练 过 的 一 种 技能 。 一 位 想 获得 最 大 利润 的 商 
人 ,或 是 -- 位 想 设 计 节约 包装 的 工程 师 ， 就 要 寻找 曲线 的 高 点 
或 低 点 。 这 只 是 微 积 分 作为 一 个 工具 的 许多 方式 之 一 。 第 三 十 
章 末尾 讲述 一 些 其 他 方式 。 
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第 二 十 九 章 “ 试 求 曲线 围 成 的 面积 


在 学 校 里 , 我 们 已 经 学 过 求 一 些 图 形 的 面积 。 例 如 ， 一 个 
边 长 为 as 和 的 矩形 面积 是 乘积 szb， 如 图 ! 所 示 。 


a 面积 = ab 


图 1 
借助 这 一 事实 我 们 来 求 图 2 所 示 以 b 为 底 上 为 高 的 平行 四 


5 
图 2 

只 要 把 图 3 中 的 阴影 三 角形 剪 下 来 ， 都 扫 | 左 边 去 ,， 便 可 把 
这 平行 四 边 形变 为 面积 相同 的 矩形 。 


Ey 
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因为 这 个 矩形 的 底 为 bp， 高 为 h， 故 其 面积 为 hb。 因此 ， 
这 个 平行 四 边 形 的 面积 也 是 bh。 

现在 ， 很 快 就 能 求 出 图 4 所 示 以 为 底 ) 为 高 的 三 角形 面 
积 。 


5 一 一 


制作 这 个 三 角形 的 一 个 精确 复制 品 ， 把 它 转 过 去 ， 紧 靠 原 
来 的 三 角形 放 着 ， 如 图 5 所 示 ， 以 构成 一 个 平行 四 边 形 。 


[77 
nh 
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图 5 


为 这 样 构成 的 平行 四 边 形 面积 是 bh， 所 以 每 个 三 角形 
的 面积 是 (1/2) bh, 即 ， 底 乘 高 的 一 半 。 
为 我 们 会 求 任何 三 角形 的 面积 ， 我 们 也 就 会 求 任何 多 边 
形 围 成 的 面积 :只 须 汉 它 分 割 成 一 些 三 角形 ， 并 求 出 每 个 三 角 
形 的 面积 。 | 

但 是 ， 我 们 如 何 求 由 一 条 曲线 而 不 是 一 些 寺 线段 所 界定 的 
区 域 的 面积 呢 ? 例如 ,我们 如 何 求 位 于 曲线 y= 邓 之 下 而 在 x 
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ep er 


轴 上 从 0 到 1 这 -- 段 之 上 的 面积 呢 ? 这 个 面积 就 是 图 6 中 阴影 


部 分 的 面积 。( 审 视图 6， 我们 全 


E 够 知道 记 面 积 小 于 1/2， 因 为 


它 位 于 一 个 底 和 高 都 是 1 的 三 角形 之 |。 ) 


办 法 之 一 是 构造 一 个 由 狭 罕 
和 拖 形 组 成 的 近似 阶梯 。 这 个 方法 
可 以 回 湖 到 公元 前 三 世纪 的 阿 基 
米 德 。 

按照 这 个 方法 ， 你 先 挑 出 一 
个 正 整 数 n， 并 用 n -1 个 等 间隔 
的 点 ,把 从 0 到 1 这 个 区 间 分 成 


长 度 相 等 的 n 段 。 然 后 ， 你 在 每 一 段 上 构造 一 个 矩形 。 每 个 矩 
形 的 高 度 等 于 曲线 y =? 在 它 与 该 矩形 右边 办 的 交点 处 的 高 


度 。 


为 切实 可 行 ， 我 们 以 n=5 为 例 。 如 图 7。 把 从 0 到 1 这 个 


区 间 分 成 相等 的 五 股 。 在 该 图 中 ， 
展示 了 五 个 矩形 之 一 。 

当 n = 5 时 的 整个 阶梯 展示 
在 图 8 中 。 

在 图 8 中 ,每 个 矩形 的 底 为 
1/5。 因 为 曲线 方程 为 y= x*， 最 
小 的 矩形 高 为 《1/5 站。 ( 当 x 是 
5 时 , y 是 (1/5 六 。) 因此 ， 这 
个 最 小 的 矩形 面积 ， 作 为 它 的 高 
与 底 的 乘积 ， 是 
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图 7 
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1 1 了 


工 2 (1 -=- 
(5) (3) <5 


紧 先 其 右 的 矩形 高 为 《过 )z。 因 
此 ， 它 的 面积 是 

(人 2 (二) = 各 x 寺 =- 和。 0 六 史 六 
注意 ， 对 每 个 矩形 来 说 ,分母 都 间 。 
是 争 。 只 是 分 子 改 变 。 

其 他 三 个 抵 形 的 面积 可 以 用 疝 样 的 方 蒜 求 出 。 这 五 个 矩形 
的 总 面积 是 


| 


PZ 93 
GEE 
采用 公分 母 儿 ， 可 以 将 这 个 和 写 得 简单 一 点 ， 成 为 
+2+3+P+5 01) 
” 


编号 为 (1) 的 这 个 分 数 ， 只 是 依据 7 和 
五 个 矩形 得 出 的 y = 之 下 的 面积 的 ， 
一 个 近似 值 。 ( 它 等 于 55/125， 也 就 
是 0.44。》 
如 果 我 们 改 用 比方 说 mn = 10, 我 
们 就 会 得 到 一 个 由 10 个 矩形 构成 的 
阶 棋 ， 如 图 9。 这 个 阶梯 的 面积 是 该 “0 市 训 市 各 市 训 
线 之 下 面积 的 一 个 较 好 的 近似 。 本 9 
按 类 似 的 计算 ， 这 个 阶梯 的 总 面积 是 
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Pr2+y+R PrPT+R+9+IO 
i 。 


《这 个 值 是 0.385。) 
关于 n=5 和 n= 10 所 构成 的 阶梯 ， 是 可 以 代表 n 为 任何 
值 的 一 般 情形 的 。 图 10 表明 一 般 情形 ， 其 中 1 个 矩形 中 的 每 
一 个 宽 为 yn。 
这 个 典型 阶梯 的 面积 是 
Dt 02) 
n 


当 n 增加 时 ， 分数。 1 条 
《2) 会 怎么 样 ? 如 果 我 们 - 
知道 这 个 结果 ， 我 们 就 知 
道 该 曲线 下 的 面积 。 当 n 
增长 时 ， 分 子 也 增长 。 这 
或 洗 障 示 分 数 要 变 大 。 但 包 
是 ,分 母 也 变 大 。 这 又 障 。 0 了 ermal “机 
示 分数 或 许 会 变 小 。 如 果 图 10 
分 母 的 增长 比分 子 快 得 
多 ， 这 个 分 数 甚至 可 能 趋 近 于 0。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 它 趋 
近 于 该 曲线 下 的 面积 ， 一 个 大 于 0 的 数 ， 而 且 ， 正 如 我 们 曾 指 
出 的 ， 它 小 于 1/2。 

显然 ， 在 分 子 与 分 母 之 间 ， 正 在 进行 一 场 战斗 。 我 们 应 当 
如 何 做 ? 我 们 可 以 对 = 的 各 种 选取 计算 出 《2》 的 舍 ， 然 后 做 
一 猜测 。 对 n = 5， 我 们 求 出 这 分 数 是 0.44， 对 mn= 10， 它 是 
0.385。 看 来 似乎 当 n 增加 时 这 个 值 减少 。 而 且 ， 它 些 估计 全 
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总 是 大 于 该 曲线 下 的 面积 ， 因 为 这 些 阶梯 比 烛 线 高 。 


如 果 你 手边 有 一 个 计算 器 ， 请 试 试 n= 11， 人 2 等 等 ， 以 求 
获得 关于 这 个 分 数 的 变动 方式 的 感觉 。 或 许 你 的 实验 会 向 你 提 


示 ， 这 个 曲线 下 的 面积 是 多 少 。 或 许 不 会 。 无 论 如 何 ， 我 们 避 
到 了 障碍 ， 因 为 我 们 不 知道 这 个 分 数 趋 近 于 什么 数 。 在 第 三 十 
章 ， 使 用 不 同形 状 的 阶梯 ， 我 们 的 确 找到 了 这 个 曲线 下 的 面 
积 。 所 以 ， 我 们 间接 地 发 现 了 关于 分 数 〈2) 会 发 生 什么 情况 
一 一 这 是 在 第 三 十 -- 章 有 用 的 资料 。 这 就 意味 着 ， 我 们 在 这 一 


章 的 工作 没有 白费 ， 虽 然 没 有 求 出 面积 。 


在 第 三 十 -- 章 ， 我 们 也 需要 知道 其 他 类 人 羽 的 分 数 当 n 增加 


时 如 何 变化 。 这 些 分 数 由 大 指数 所 构成 ， 例 如 
了 
5 


(3) 


这 个 分 数 与 (2) 不 同 之 处 ， 只 在 于 用 指数 4 代替 分 子 中 
的 指数 2， 用 指数 5 代替 分 母 中 的 指数 3。 你 可 以 画 一 个 典型 
的 阶梯 进行 验证 ， 它 趋 近 于 曲线 y= x* 之 下 从 0 到 1 的 面积 。 
我 建议 你 对 各 种 各 样 的 n 值 算 算 它 是 多 少 ， 并 猜想 当 n 增加 时 


它 趋 近 于 什么 数 。( 下 一 章 我 们 会 找 出 这 个 数 。) 


第 三 十 章 求 曲 线 围 成 的 面积 


在 第 二 十 九 章 ， 我 们 曾 试图 求 出 曲线 y= 


下 的 面积 ， 


但 未 获 成 功 。 在 我 们 的 方法 中 ， 用 以 组 成 阶梯 的 矩形 ， 全 都 有 


相同 的 宽度 。 但 有 另外 一 种 方法 ， 属 于 17 世纪 费 


马 的 工作 ， 
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确实 准确 地 得 出 了 那个 面积 。 在 他 的 方法 中 ， 矩形 的 宽度 不 
同 。 
我 们 将 遵循 费 马 的 推理 ， 要 用 第 十 作 章 中 得 到 的 两 个 事 
第 -个 是 ， 对 介 于 -1 和 1 之 间 的 任 倍数 
1 


Tr 
他 需要 的 这 个 等 式 ， 其 中 的 + 是 男 一 数 p 的 立方 , 即 += P。 
那 就 是 说 ， 他 是 使 用 等 式 


1+pt (PB)+ (p+ = 


T+r+r+rn+= 


这 告诉 他 
1+P + + + 


第 二 个 是 ， 对 任何 自然 数 k 和 异 于 1 的 任何 数 x， 


EP 
1—x 


(我 们 使 用 字母 x 布 不 用 字母 "， 是 为 了 在 本 章 的 往 后 部 分 避免 
混淆 。) 实际 上 ， 他 是 上 下 苏 例 ， 并 以 相反 次 序 ， 使 用 这 第 二 
个 事实 ,改写 它 为 


1-x 1 
1 让 +1 开 + 生 + 天 二 十 下 


对 每 一 个 小 于 ! 的 正 数 p， 他 作 一 个 相应 的 阶梯 如 下 。 首 
先 , 他 在 x 轴 上 标 出 数 p,， BPY， 所 在 的 地 方 , 如 
1。 当 指数 k 增加 时 ，p 减少 ， 越 来 越 接近 0。 
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+ 轴 


0 ppp 1 
图 1 

当 我 们 从 右 向 左 移动 时 ， 所 选 和 轴 
的 这 些 点 越 来 越 密集 在 一 起 。 它 们 
也 越 来 越 接近 0。 

接着 ,他 就 计算 曲线 y=? 在 
这 些 点 上 方 的 高 度 。 例如， 车 
x=p, 则 y= 刀 =P 著 x=p， 则 y 
= 妆 = (p?)2 = ~ ps 若 x= Bs 则 y 
= (pF)? = 下。 图 2 标 出 了 这 些 高 
度 的 一 部 分 。 

然后 ， 他 作 一 个 逢 形 阶 梯 ， 其 中 每 个 第 形 的 高 度 等 于 该 曲 
线 在 此 矩形 右边 的 高 度 ， 如 图 3。《 在 这 个 矩形 中 ，p 是 0.9. 
你 可 以 试 试 p=0.9， 并 夯 出 几 个 这 种 情形 下 的 和 矩形, 》 

谭 下 的 全 部 事情 ， 就 是 求 出 这 
个 阶梯 的 总 面积 ， 然 后 看 当 p 越 来 
越 靠近 时 ， 这 个 面积 会 怎么 禅 。 
(p 越 接近 1， 完 形 就 越 窄 ， 这 个 阶 
梯 就 越 像 该 曲线 。) 这 是 一 个 细心 
的 簿 记 问 题 ， 即 ， 求 出 每 个 矩形 的 
面积 ， 然 后 把 所 有 那些 面积 合计 在 
一 起 。 

首先 考察 最 大 的 矩形 面积 。 它 
的 高 度 是 1， 宽 度 是 1- pe 所 以 它 
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的 面积 是 
Tix (1-p)。 
其 次 来 看 紧 靠 它 左边 的 矩形 。 它 的 高 度 是 户 ， 宽 度 是 p - 
于 。 所 以 它 的 面积 是 
Pp (Pp-p) app (1-p) =p (1-p)。 
再 其 次 ， 考 察 右边 的 第 三 个 矩形 。 它 的 高 魔 是 FE， 宽 度 
是 巴 - 下 。 它 的 面积 是 
pl (PP-p) =pp (1-p) =F (1-p)。 
你 可 以 验证 ， 下 一 个 矩形 的 面积 是 
pp (1-p), 
每 个 矩形 的 面积 ,是 1-~p 和 的 一 人 寡 的 张 积 。 我 们 沿 
着 这 个 矩形 阶梯 每 向 左 移动 一 次 ， 这 个 吗 的 指数 就 增加 3。 所 
以 ， 这 个 无 穷 阶 梯 的 面积 是 
人 -pb) +p (1-p) + (1-p) +B (1-p) + 
因为 每 一 项 都 出 现 1 - p， 提 出 这 个 因子， 我 们 得 到 
(~-Pp) (1+p +p + + )e 
出 现在 这 个 等 式 中 的 无 穷 和 ， 是 一 个 变形 了 的 几何 级 数 ， 
其 公 比 为 态 。 正 如 本 章 开 头 所 提 到 的 ， 其 和 为 1/ (1 一 FP)。 所 
以 ， 
阶梯 的 面积 = (1-p) (1 +PP+p+pPt…) 
= (1-B) x Te 
费 马 最 后 得 到 一 个 十 分 简短 的 阶梯 面积 公式 : 


阶梯 的 面积 = 8. 
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在 这 么 多 工作 之 后 ,我 们 得 到 这 样 一 个 简单 的 公式 , 多 么 令 
人 满意 啊 ! 剩 下 来 的 全 部 事情 就 是 找 出 , 当 p 越 来 越 靠近 1 时 ， 


了 = 也 
1-p 


会 发 生 什么 情况 。 
在 本 章 的 开头 ,我 们 曾经 提 到 ， 对 任何 自然 数 k， 


le 
站 


它 在 k 为 2, x 为 p 时 的 特殊 情形 ,正好 就 是 费 马 现在 所 需要 
的 ,他 得 到 


~ -pp- 1 
阶梯 的 面积 = = 了 pi 


当 p 越 来 越 靠 近 1 时 ， 这 个 阶梯 的 面积 趋 近 于 


曲线 之 下 的 面积 必 为 1/3。 
这 个 答案 合理 吗 ? 粗略 地 看 一 
下 图 4 便 知道 是 合理 的 。 我 们 已 经 
求 出 的 这 个 曲线 之 下 的 面积 ， 位 于 
一 个 底 和 高 都 是 因而 面积 为 1/2 
的 三 角形 之 内 。 这 个 曲线 之 下 的 面 
积 恰好 占有 这 个 三 角形 面积 的 2/3， 图 4 
9 173 等 于 2/3 x 172。 
个 类 做 的 方法 适用 于 曲线 y= “。 当 你 遵循 这 些 步 骤 时 ， 
你 会 发 现 ， 你 需要 两 项 资料 : 


第 三 篇 。 越 来 越 接近 


Shength ne ein 


和 
1-p 


1 


lp 1+ptp+p’ 
这 两 个 都 只 不 过 是 本 童 开头 所 收集 的 等 式 的 特例 。 所 以 ， 当 p 


趋 近 于 工时， 这 个 阶梯 的 面积 趋 近 于 


~ 1L 
+ 12+ 了 了 


了 +l+l+1l 4° 


我 们 结论 , 对 于 0 与 ! 之 间 的 x， 曲 线 y = 之 下 的 面积 
是 /4。 如 果 你 画 出 这 条 曲线 ， 你 会 看 到 ， 当 x 在 0 与 1 之 间 
时 ， 它 位 于 曲线 了 = 六 之 下 。 所 以 ， 可 以 预期 ， 在 它 之 下 的 面 


积 ， 小 于 我 们 在 y= 情形 下 的 答案 1/3。 


同样 的 论证 , 一步 跟着 一 步 ， 适用 于 y=x, y=x,， y= 


x**，… 所 有 这 些 曲 线 。 你 可 


以 验证 ， 对 任何 自然 数 k， 曲 线 y 


= 站 之 下 ， 从 0 到 1 这 个 区 间 之 上 的 面积 , 是 1/ (k+ 1)。 
回顾 费 马 的 论证 ， 发 现 它 的 简单 性 : 用 一 个 我 们 能 够 精确 


计算 的 面积 ， 去 逼近 一 曲线 


绰 成 的 面积 ， 然 后 看 当 这 些 有 逼近 越 


来 越 好 时 ， 它 们 会 发 生 什 么 情况 。 


既然 我 们 已 经 求 出 曲线 y =x? 之 下 的 面积 , 我 们 就 知道 ， 
当 n 增加 时 ， 我 们 在 第 二 十 九 章 过 到 的 商 


14+2 + + 


nm 


会 发 生 什 么 情况 。 因 为 它 趋 近 


1/36 


一 旦 我 们 知道 ， 当 n 增 加 时 (+2+…+ 蓄 ) /tw 趋 近 于 


那个 面积 ， 这 个 商 一 定 趋 近 


[2362] 
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143, 我 们 就 可 以 自由 地 应 用 这 一 
事实 ， 而 不 必 管 它 是 怎么 来 的 。 例 
如 , 我 们 可 以 用 它 证 明 ， 半 径 为 
的 球 的 体积 是 4nn/3。 我 将 只 是 在 
半径 为 1 的 情形 下 概述 这 一 推理 过 
程 ， 而 把 细节 留 给 读者 。 

只 考虑 半球 的 体积 。 (这 将 简 图 5 
化 计算 。 球 的 体积 将 是 其 两 倍 。) 
用 一 堆 共 nm 个 “硬币 ”去 逼近 这 个 半球 。 为 此 ， 取 一 -自然 数 
mn， 把 垂直 于 半球 底部 的 半径 分 成 段 ， 每 段 长 度 为 /ne。 然 
后 将 厚度 为 jn 的 mn 个 硬币 如 图 5 放置 ; 图 5 显示 的 是 n=5 
的 博 形 。 注意 ， 最 小 的 硬币 半径 为 0， 所 有 这 些 硬 币 都 在 球 
的 内 部 。) 

计算 这 些 硬币 的 总 体积 。 (你 会 需要 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 求 
出 每 个 硬币 的 半径 。) 作为 对 你 的 计算 的 验证 ， 这 里 是 n=5 时 


的 信 计 秆 : 
[4]{[1-[$]] [21]+ 
[二 站 + 人]*0-[ 和 站， 


叶 
玫 
Nn 


[二 ] [5- 区。 
然后 找 出 ， 当 n 增加 时 你 的 和 会 发 生 什么 情况 。 同 样 的 方法 适 
合 于 r 不 必 为 1 的 一 般 情 形 。 

一 旦 你 知道 了 任何 球 的 体积 公式 ， 求 球面 的 面积 就 只 是 一 
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小 步 了 , 我 将 再 次 只 在 半径 为 ! 的 情形 下 概述 这 一 推理 过 程 。 

设想 两 个 同心 球 ， 一 个 半径 为 1， 一 -个 半径 为 s,， 比 1 箭 
大 一 点 。 画 出 位 于 大 球 之 内 ， 小 球 之 外 的 薄 球 壳 图 形 。 这 个 球 
过 的 体积 是 


dns _ dub 
3 3 


它 等 于 


0 


dr (s -1) 
3 


设 内 球 的 表面 积 为 A&。 这 个 球 壳 的 体积 大 致 等 于 A 乘 球 壳 
的 厚度 s- 1。 所 以 ， 该 面积 A 近似 等 于 商 
dr (8 -1) /3 


8 一 1 
余下 的 全 部 事情 就 是 楼 弄 清楚 ， 当 * 趋 近 于 工时， 这 个 商 
会 怎么 样 。 等 式 8-1= (s-1) (+s+1) 一 一 它 只 不 过 是 
几何 级 数 1+ s+s 之 和 的 公式 的 变形 一 一 在 这 里 会 有 用 ， 因为 
它 使 我 们 能 够 摆脱 分 母 中 烦人 的 s~ 1。 
利用 y= 兴 之 下 的 面积 ， 得 知 当 n 增加 时 


2 
nr 


趋 近 于 1/(k +1)。 在 下 一 章 ， 你 将 需要 这 个 资料 。 

当 我 们 把 这 一 章 同 前 一 章 加 以 比较 时 ， 我 们 看 到 ， 在 那 一 
章 试用 的 方法 之 所 以 失败 ， 是 因为 我 们 没有 一 个 简短 的 公式 表 
达 和 数 上 + 2 +3+… 开 。 实 际 上 ， 存 在 这 样 的 公式 ， 而且， 
当 上 小 时 ， 根 应 的 公式 可 以 努力 找到 。 必 为 记录 ， 这 里 是 前 四 
种 情形 , 即 k= 1，2，3，4 时 的 公式 ; 
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1+2+3+…+n= 


+2+2+32+ 十 下 = 


2 
3+2333 工人 
本 十 全 十 3 十 +a= 直 + 人 + 不 


于 2 


右 图 展示 一 个 边 长 为 nu 和 n 
+1 的 矩形 ， 分 成 两 个 完全 一 样 
的 阶梯 ， 看 着 它 你 可 以 得 到 第 一 
个 公式 。 

每 个 阶梯 的 面积 是 1+2+3 
+ “+ no 因为 矩形 的 面积 是 
nm 《n+ I)， 所 以 每 个 阶梯 的 面积 
是 n (n+ 1) 的 一 半 。 这 就 告诉 
我 们 


n (n+!l 
2 


由 于 n(n+1) = 至 + na 我 们 便 知 第 一 个 公式 为 什么 成 立 。 
阿 基 米 德 通过 一 个 自然 的 方法 发 现 了 第 二 个 公式 。 约 在 公 
元 1000 年 前 后 ， 阿 拉 伯 数学 家 发 明了 一 个 几何 方法 ， 一 个 接 


1+2+3+°+n= 


一 个 地 获得 了 所 有 其 他 公式 。 

在 本 章 和 前 一 章 中 ,我们 从 事 求 曲线 之 下 的 面积 。 在 第 二 
十 八 章 ， 我们 求 曲线 的 斜率 。 这 两 个 问题 看 来 好 像 彼 此 无 关 。 
但 结果 号 ， 如 果 你 知道 如 何 求 曲线 的 斜率 ， 你 就 能 用 这 个 信息 
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很 容易 地 求 出 曲线 之 下 的 面积 。 这 个 令 人 惊奇 的 事实 ， 构 成 微 
积分 的 核心 。 

如 果 你 回头 看 求 曲线 斜率 的 第 二 十 八 章 ， 再 看 求 曲线 之 下 
的 面积 这 一 章 ， 你 会 注意 到 ， 两 者 的 方法 是 相似 的 。 为 求 曲线 
的 斜率 ， 我 们 用 害 线 或 蓄 去 遥 近 切线 ， 然 后 查看 ， 当 这 些 割 线 
或 弦 越 来 起 接近 团 线 时 ， 它 们 的 斜率 如 信 变 化 。 为 求 曲线 
的 面积， 我 们 用 阶梯 去 还 近 它 ， 然 后 查看 ， 当 这 些 阶 梯 面积 显 
得 越 来 越 像 曲 线 之 下 的 面积 时 ， 它 们 的 面积 如 何 变化 。 在 两 种 
情况 下 ， 我 们 都 必须 设计 特殊 的 方法 。 

相反 ， 微 积分 发 展 一 些 工具 ， 帮 助 解决 所 有 各 种 问题 ， 特 
别 是 求 曲线 的 斜率 和 曲线 围 成 的 面积 。 它 大 大 减少 了 对 每 个 问 
题 设计 一 个 新 方法 的 需要 - 

任何 一 个 学 习 过 代数 和 三 角 的 人 ， 都 有 掌握 微 积分 的 基 
础 。 它 是 自然 的 下 一 步 。 或 许 这 几 章 会 诱导 你 去 探索 这 一 奇妙 
的 创造 。 

微 积分 是 对 变量 的 研究 。 例 如 ， 把 曲线 y* 中 想 作 一 颗 芷 
星 的 轨道 。 轨 道上 任意 一 点 的 切线 ， 表 明 这 颗 趋 星 在 该 点 的 运 
动 方向 。 如 果 引 力 突然 消失 ， 这 颗 彗 星 就 会 “飞速 跑 到 切线 上 
去 ”。 

如 果 你 知道 一 个 运动 物体 在 任 一 时 刻 的 位 置 , 微 积 分 就 能 
找 出 速度 。 反 过 来 ,如 果 你 知道 任 一 时 刻 的 速度 , 微 积分 就 能 找 
出 位 置 。 更 一 般 地 说 ,如果 你 知道 某 个 量变 化 多 快 , 它 就 能 找 出 
一 段 时 向 的 总 改变 量 。 反 过 来 ,如 果 你 知道 这 个 景 在 任 一 时 刻 
是 多 少 , 它 就 会 告诉 你 这 个 变量 变化 多 快 。 这 个 最 可 以 是 湖 中 
某 一 污染 物 重 ,可 以 是 精炼 汽油 量 , 也 可 以 是 某 一 细 葡 种 群 的 大 
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小 。 
微 积分 由 牛顿 和 G， 六 ， 莱 布 尼 兹 (1646 - 1716) 发 明 于 
1 世纪， 但 它 是 2 世纪 许多 科学 技术 的 关键 。 正 如 历史 学 家 
阿诺德 ' 汤 因 比 (1889 - 1975) 在 他 的 自传 体 文学 作品 《经 验 》 
中 所 写 的 那样 。 
回顾 以 往 ， 我 深信 ， 我 本 不 该 有 选择 的 余地 《无 论 是 
对 学 习 和 希腊 语 或 币 积 分 )】 …… 对 我 来 说 ， 微 积分 本 应 是 必 
修 的 。 毕 竟 ， 每 个 人 都 应 溶 入 他 打算 居留 其 中 的 世界 的 生 
活 。 我 打算 居留 在 西方 世界 …… 而 微 积分 ， 就 像 张 满 风 山 
的 航船 ， 是 …… 现 代 西 方 精神 的 特征 标志 之 一 。 
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在 数 x 和 所 有 奇 自然 数 之 问 ， 存 在 一 个 省 人 意料 的 联系 : 


等 式 右边 的 加 减 ， 永 无 休止 地 进行 。 你 使 用 的 项 数 武 多 ， 你 得 
到 的 和 就 越 接 近 x/4。 这 便 提供 一 个 计算 x 的 方法 ， 你 想 要 多 
精确 就 多 精确 ， 甚 至 连 圆 都 不 用 画 。 你 所 需要 的 全 部 ， 就 是 纸 
和 笔 ， 或 一 个 计算 器 。 当 我 第 一 次 看 到 这 个 公式 时 ， 我 感到 惊 
奇 ， 而 且 就 在 我 熟悉 它 好 多 年 之 后 ， 我 仍然 感到 惊奇 。 使 我 售 
异 的 是 ， 不 仅 有 这 样 一 个 公式 ， 而 且 只 不 过 是 一 些 普 通信 发 现 
了 它 ， 并 证 明 它 是 对 的 。 

在 西方 ,J. 格雷 发 里 (1638 - 1675) 于 1671 年 ， 菜 布 尼 
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兹 于 


1673 年 得 到 了 它 。 


Saagth in Nimbrs 7 


得 是 ， 早 在 1500 年 


悉 它 了 ， 科 县 我 要 在 这 里 


证 ， 


， 印 度数 学 家 就 的 


到 介绍 的 ， 正 是 印 虑 人 的 论证 。 这 个 论 
比 以 御 各 章 的 论证 要 长 ， 需 要 更 加 专心 政 友 .或 省， 当 你 
阅读 时 ， 你 可 能 要 对 关键 步骤 作 些 注解 ， 
己 重 新 闻 图 。 
首先 我 们 把 前 面 各 章 介 绍 过 而 且 我 人 和 这 里 竖 用 的 一 些 工 具 


(以 更 大 的 比例 ) 自 


收集 在 一 起 。 我 们 使 用 第 十 八 章 中 的 这 一 事实 : 如 果 r 是 一 个 
介 于 -1 和 1 之 问 的 数 ， 则 

RN 
如 果 我 们 以 -s 人 代替 r， 则 得 ， 当 s 介 于 -1 和 1 之 问 时 ， 

1 3 

re + ee > 


万 就 是 本 章 中 我 人 ] 凡 要 的 形式 。 (我 们 将 只 


这 个 公式 。) 


我 们 需要 第 三 十 剖 中 的 这 事实 : 当 k 增加 时 ， 


kk 
+2 + 二 + 全 趋 于 1 


Ertl 


些 处，k 为 一 固定 自然 数 。 
实际 上 ， 我 们 是 用 一 个 与 此 密切 相关 的 事实 。 分 了 中 有 n 
项 。 最 后 一 需 是 涉 。 因 为 


nl 


mt nn 


在 s 为 正 数 时 使 用 


而 当 增加 时 1 趋 于 0， 所 以 我 们 可 以 铀 除 分 子 中 的 才 ， 并 
作出 结论 ， 当 nm 增加 时 ， 


ts. 


+ nD 1 
i 趋 二 1。 
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我 们 只 是 当 上 为 偶数 需要 这 一 信息 。 例 如 ， 当 为 2 时 ,我 们 有 
D+2+ 本 让 的 于 十 。 
nm 


我 们 也 将 使 用 任何 一 个 曾 。 ， 如 
经 把 照片 放大 到 广告 上 或 把 幻 
灯 片 放映 到 银幕 上 的 人 都 熟悉 
的 某 些 东 西 。 即 ， 所 有 长 度 按 
同一 因子 放大 。 特 别 ， 当 一 个 
三 角形 被 放大 后 ,大 三 角形 和 小 三 角形 的 三 个 角 相 同 ， 而 大 三 
角形 三 边 的 长 度 与 小 三 角形 三 边 的 长 度 成 比例 。 在 图 1 中 ， 小 
三 角形 的 边 长 是 a，b，e。 大 三 角形 的 边 长 是 A，B，C。 于 是 
我 们 有 


4 


图 1 


利用 所 有 这 些 合适 的 工具 一 一 一 个 几何 级 数 之 和 ， 一 特定 


商 式 的 行为 ， 可 证 明 ， 一 个 圆 的 局 长 

和 它 的 直径 之 比 与 所 有 傈 自然 数 有 关 。 这 个 推理 比 前 面 各 章 的 

推理 要 多 一 些 步 骤 。 但 是 ， 所 有 步骤 有 

都 围绕 一 个 思想 ; 计算 一 个 估计 值 。 | 
首先 , 画 一 个 (大 》 圆 ,至少 足 全 

以 显示 一 个 45* 角 ， 如 图 2。 4 
这 个 圆 的 半径 为 1。 所 以 AB 的 长 

度 是 1。 这 个 圆 的 周 长 是 2x。 因 此 , 作 图 2 

为 八 分 之 一 圆周 的 弧 AD 有 长 度 
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这 样 我 们 就 有 了 以 一 个 圆 狐 作为 几何 表示 的 w4。 余 下 的 全 部 
事情 ， 就 是 看 那 弧 的 长 度 为 什么 等 于 1- 1/3+1/5-1/7+* 
我 们 吉 在 人 用 在 前 而 几经 我们 委 好 地 服 过 务 的 -和 
方法 。 我 们 设计 红 长 AD 的 估计 
量 ， 然 后 看 当 这 些 估计 量 越 来 越 
接近 弧 长 时 ,它们 是 怎样 变化 
的 。 1 
为 了 构成 这 样 一 些 估 计量 ， 
首先 把 线段 A8 分 成 长 度 相等 的 
许多 小 段 ， 如 图 3。 从 圆心 C 到 “ 1 4 
这 些小 线段 的 端点 的 射线 把 弧 图 3 
AD 分 成 一 些小 弧 。 直 线 AB 上 所 有 小 线段 的 长 度 相同 ， 而 小 
弧 则 不 然 。( 靠 近 的 的 小 弧 比 靠近 D 的 小 弧 要 长 。) 
然后 我 们 估计 分 割 AD 所 得 的 那些 小 弧 的 长 度 。 这 些 估计 
值 之 和 是 弧 长 AD 的 一 个 估计 值 ， 我 们 已 知 这 红 长 是 x/4。 我 
们 把 线段 分 割 成 越 多 的 小 段 ， 这 个 估计 值 应 该 越 精确 。 然 后 我 
们 证 明 ，, 这些 估 计 值 也 趋 于 1 -13+145-17+19 一 …。 
现在 转 入 细节 。 首 先 选 定 一 自然 数 n， 拒 AB 分 割 成 长 度 
相等 的 u 段 。 因 为 AB 的 长 度 为 1， 这 个 小 线段 中 的 每 一 个 
长 度 都 是 1/n， 供 助 于 从 圆心 出 发 的 射线 ，AD 弧 间接 地 被 分 
割 成 n 个 小 弧 ， 但 这 些小 弧 并 不 都 有 相同 的 弧 长 。 
让 我 们 以 n = 5 的 情形 为 例 。 这 意味 着 ， 我 们 把 AB 分 割 
成 五 个 相等 的 线段 ， 每 一 个 长 度 为 1/5。 这 种 情形 的 细节 ， 表 


wr Le 


明 在 一 般 情形 下 会 是 什么 样 。 我 务 
建议 你 ， 以 比 你 在 这 里 看 到 的 图 狼 
更 大 得 多 的 比例 ， 自 己 作 图 。 那 3 
样 , 你 会 更 容易 眼 上 每 一 步 。 其 
《同样 重要 的 是 ， 它 也 会 让 你 放 站 
蔓 到 一 个 适当 的 步 速 。) 
n=5 时 的 景象 如 图 4 所 示 。 1 4 
现在 让 我 们 估计 对 应 于 
AB 上 从 3/5 到 4/5 的 那 一 段 弧 
长 , 如 图 5 所 示 ， 其 中 这 一 段 
弧 标 为 EF, 而 从 3/5 到 4/5 的 00%) 
那个 线段 标 为 GH。 
作 该 统 在 下 处 的 切线 FI。 
注意 ， 它 是 垂直 于 CH 的 。FI 
是 弧 在 的 一 个 好 的 近似 , 特 上 1 A 
别 当 GH 很 小 时 更 好 。 所 以 ， 图 5 
我 们 的 目标 将 是 估计 I。 毕 
竟 ， 对 付 一 条 直线 比 对 付 一 个 贺 弧 更 为 容易 。 


第 三 篇 ” 越 来 越 接近 Sg Nb TT 


首先 ， 作 GJ 垂直 于 CH， 如 图 6 所 示 。 注 意 ， 它 引出 两 个 
相似 直角 三 角形 ，CFI 与 CJG。 后 面 ， 我 们 要 使 用 这 个 相似 性 。 
注意 ,直角 三 角形 GJH 与 CAH 也 是 相似 的 , 因为 它们 在 如 处 
共有 一 币 。 利 用 这 个 相似 性 ， 我 们 得 到 


急 =- 量 (01) 
AC™ CH。 

我 们 知道 ， 等 式 {1) 中 的 AC 是 1，CH 是 145。 因 此 ， 
GT= 攻 。 (2) 


在 我 们 寻求 关于 CH 的 公式 之 前 ， 让 我 们 利用 另 一 对 相似 三 角 
形 ， 来 获得 一 个 涉及 线段 本 的 等 式 ， 了 H 才 是 我 们 的 主要 兴趣 
所 在 。 
按 相 似 三 角形 CEI 与 CIC, 我 们 有 

下 如 

可 = 各。 (3) 
所 以 n=- (4) 
因为 CF 是 1， 关 于 也 的 上 述 等 式 归 结 为 


La] 
FI- 站。 (5) 


关于 CJ 我 们 能 说 什么 昵 ? 当 n 大， 从 而 GH 小 时 ， 担 也 小 。 
这 就 告诉 我 们 ， 在 CH/CJ 接 近 于 1 的 意义 下 ，CH 是 条 的 一 个 
好 的 近似 。 为 了 利用 CHXCJ= 1 这 个 事实 ， 我 们 改写 等 式 (5) 
为 


了 = 前 > 中 。 (6) 


因为 CHYCJ 接近 于 1， 我 们 有 
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GI 
a (0) 


等 式 (2) 为 我 们 提供 了 GJ 的 一 个 表达 式 ， 把 它 和 等 式 (7) 
结合 起 来 就 导致 


Fa 


~ CH_1/5S (8) 
CE 
现在 已 经 到 了 处 理 CH 的 时 候 ， 为 CH 是 直角 三 角形 
CAH 的 斜 边 ,我 们 有 
CH = CA2+ AH =1+ [和 了 。 (9) 


等 式 (8) 与 《9) 相 结合 ， 可 二 人 


1 
Hi (537° 


为 本 是 弧 长 到 的 一 个 估计 值 ， 最 后 我 们 得 到 估计 


(10) 


175 
FE (57° (DD 
仔细 查看 等 式 《11)， 因 为 它 揭 示 出 在 -- 般 情形 下 会 是 什 
么 样 。 分 子 寺 将 被 代 之 以 lne 分 母 中 的 4/5 将 被 代 之 以 表示 
AH 长 度 的 一 个 分 数 。 但 是 ， 让 我 们 还 是 先 把 n=5 的 情形 作 


= 
元 。 


当 AB 被 分 割 为 五 段 时 ， 弧 长 AD 的 估计 值 ， 就 是 五 个 短 
统 的 估计 值 之 和 。 每 一 个 估计 值 看 起 来 都 会 像 等 式 (11) 中 的 
估计 。 每 一 个 的 分 子 都 是 1/5。 每 一 个 的 分 母 都 是 不 同 的 ， 从 
1+ 《175)2 直到 1+ (57/5)2。 累 加 起 来 ， 这 就 是 弧 长 AD 的 估 
计 值 : 
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Us Ls 415 15 
1+ (LS 和 2 1T+ (2/5) 1+ (3/5)? 1+ (4/5)? 
1 
1+ (5/5)2° (12) 


和 数 〔12) 是 弧 长 AD 的 一 个 估计 值 ， 而 弧 长 AD 我 们 知道 是 
7A4。【〔 完 全 出 于 好 奇 ， 让 我 们 看 着 这 个 估计 值 和 x/4 有 多 按 
近 。 取 四 位 小 数 ， 这 个 和 是 0.7337, 而 x/4 是 0.7854 。 芳 虑 到 
我 们 只 用 了 五 个 线段 ， 且 在 计算 过 程 中 作 了 一 些 近 似 , 这 个 结 
果 不 算 太 坏 。) 

和 数 (12) 的 形式 提示 ， 在 n 代替 5 的 一 般 情 形 下 ， 这 个 
和 会 是 什么 样子 。 被 加 项 数 会 是 n 而 不 是 五 。 在 每 一 个 被 加 项 
中 ， 分 子 将 是 in 而 不 是 1/5。 分母 将 以 1+ (1An)?* 开始 ， 逐 
渐 上 升 到 1+ (no)2z。 例 如 ， 当 nm 为 6 时 ， 弧 长 AD 的 估计 值 


是 和 数 
16 vs 1 1/6 
Ir (6 TY (276): + I+ (G6 +14 (463 + 
1/6 1/6 (13) 


T+ (3/0): + T+ (676)2° 

取 四 位 小 数 ， 该 和 是 0,7426， xxA4 的 更 好 一 点 儿 的 估计 值 。 
但 是 ， 我 们 真正 有 兴趣 是 ， 当 被 加 项 数 n 增加 时 ， 类 亿 于 

(12》 和 (13)》 的 估计 式 会 发 生 什 么 变化 。 包 括 n 个 被 加 项 的 


一 般 估 计 具 有 形式 
1/n mn ,i.... lm 
Tr G/M Qn I (nD) /nyt 


Wn 
1+ (nny 01%) 
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在 和 数 (14) 中 ,我 们 只 是 写 出 了 前 而 两 需 和 最 后 两 项 . 介 于 
它们 之 闻 的 六 个 圆 点 表示 所 有 其 他 各 项 一 一 这 个 和 的 大 部 分 - 

当 m 变 得 越 来 战 大 时 ， 和 《14) 会 发 生 什么 情况 呢 ? 为 了 
技 出 这 个 奥秘 ， 我 们 使 用 本 章 开头 所 提 介 的- 些 工 具 、 

首先 , 让 我 们 提出 《14) 中 每 个 分 子 部 有 的 因子 1/n， 改 
号 (14) 为 

1 ln ns 

nt (ln 1+ (2/n)? 

ln ln 
I (Cn) /Ts (ni 


来 处 理 括号 中 的 和 。 
忆 , 车 s 是 一 个 小 于 1 的 正 数 ， 则 
1 


st e+ts 
+s 


我 们 可 以 把 这 公式 应 用 于 括号 中 的 每 一 被 加 项 ， 只 有 最 后 -项 
除外 (因为 n/n 不 小 于 1)。 在 第 - -项 中 ，s 是 (1/n)?; 在 第 二 
项 中 ， 它 是 (2/0)?。 在 倒数 第 二 项 中 , 它 是 ( (n - 1) Am。 
这 最 后 一 项 17 (1+ (n/n)?) 等 于 1 (1+12)》， 即 ix2。 但 在 
合计 式 (15) 中 ， 它 被 线 以 n， 因 此 、 它 对 整个 估计 式 的 贡 
献 只 是 1 (2n)}。 当 n 增加 时 ， 这 个 贡献 趋向 于 0， 因 此 我 们 
干脆 删 去 和 数 中 的 这 一 部 分 。 

FF 是 我 们 有 


(15) 
让 我 


回 


1 1 1 1 
TR Ct Ca et 


二 
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1 -1y -1 -1 
I + 


注意 ， 每 个 等 式 的 右边 ，+ 和 -是 交错 的 、 
我 们 把 这 n -1 个 等 式 累加 起 来 ， 先 加 1， 央 为 右边 的 第 
一 项 都 是 1。 这 些 ! 的 和 是 mn- 1。 
其 次 ， 计 我 们 累加 (16) 右边 的 第 一 项。 它们 加 在 一 起 是 
一 [二 ?- [全 (9 


我 人 提出 所 有 分 母 中 的 因子 ,改写 这 和 为 


上 上 +22+ (n- ly 
国 了 。 


类 似 地 ，(46) 右边 第 三 项 加 在 -起 是 
于 + 
Ey . 


(16) 右边 的 其 他 各 项 导致 类 侯 的 公式 。 
利用 这 些 资料 ， 我 们 来 改写 《15)。 把 出 现在 《15) 前 边 
的 因子 l/m 放 回 到 每 个 被 加 项 ,我们 看 到 ，(15) 等 十 


2 2 1 1 a 1) 
lr+2 + (nl) ,+2+ 二 .7) 


余下 的 全 部 事情 ,就 是 找 出 ， 当 n 增加 时 ，(17) 中 的 每 
个 被 加 项 会 怎么 样 。 
这 个 和 的 第 一 项 是 


n=-l 
了 ， 


两 个 相 邻 自然 数 之 比 。 例 如 ， 当 n 为 100 时 , 这 个 比 是 
997100、 即 0.99。 当 nm 增加 时 , 比 (n- 1) /np 趋 近 于 1。 


375 


270 
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这 个 和 的 第 二 项 是 
1 
2 ° 
按照 本 章 开头 我 们 回忆 到 的 那些 工具 ， 当 n 增加 时 ， 这 个 表达 
式 趋 于 -1/3。 类 似 地 ，(17) 中 的 第 三 项 趋 于 1/5。(17) 中 没 
有 写 出 的 第 四 项 趋 于 - 1/7。 总 和 起 来 ， 当 n 变 得 越 来 越 大 时 ， 
表达 式 (17) 趋 于 


lll 
3 5 7 ° 


回想 这 些 和 也 趋 于 长 为 x/4 的 一 个 弧 ， 我 们 叶 到 
to 《18) 


5 
为 看 x 由 所 有 正厅 整数 表 出 ， 我 们 以 4 乘 上 式 ， 得 到 
1 1 1 
二 -] 


我 们 对 这 个 等 式 的 论证 ， 初 读 超 来 似乎 有 点 复杂 。 但 
是 ， 如 果 你 反复 检查 几 次 ， 它 就 会 变 得 越 来 越 简单 ， 因 为 指导 
它 的 就 是 一 个 思想 ; 作出 一 个 一 般 估 计 式 ， 然 后 看 它 如 何 变 
化 。 技 巧 之 一 是 ， 用 从 上 到 下 按 列 累加 的 办 法 ， 去 求 一 串 以 行 
的 形式 从 左 到 右 给 出 的 和 。 数 学 家 们 经 常 使 用 这 种 技巧 。 

建立 (18) 有 许多 其 他 方法 。 例 如 ， 学 生 们 在 开始 学 微 积 
分 时 ， 将 会 通过 以 两 种 不 同 的 方式 去 看 曲线 1/ (1+x) 之 下 ， 
从 0 到 1 这 个 区 间 之 上 的 面积 得 到 这 一 公式 。 在 将 
17 (1+ 只 ) 表 示 成 为 一 个 几何 级 数 之 后 ， 他 们 会 应 用 积分 学 的 
知识 。 他 们 的 计算 将 只 需要 几 行 。 
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TT 


迄今 为 止 ， 我 一 直 实行 克制 ， 让 数学 的 真理 与 美妙 自已 说 
话 。 我 决 不 想 告诉 读者 某 个 发 现 或 证 明 是 美妙 的 。 发 现 本 身 说 
明 数 学 的 真理 是 绝对 肯定 与 永恒 的 ， 永 远 不 会 被 机 智 的 准 术 所 


驳 倒 ， 也 不 会 被 变化 着 的 时 尚 贬值 。 


现在 ， 在 我 即将 结束 本 书 的 时 候 ， 我 要 介绍 一 个 证 明 , 我 


广 


公开 宣称 它 是 美妙 的 。 


区 想 在 第 十 八 章 中 我 们 曾经 证 明 ， 对 介 于 -1 和 1 之 闻 的 


任 一 数 r，L+r+P+R+n+…=1 (1-7) 


。 对 


此 我 们 给 出 了 


两 个 不 同 的 论证 。 在 其 中 的 一 个 论证 里 ， 我 们 在 数 直线 上 画 出 
对 应 于 1，r，P，P ，，…… 的 点 ， 然 后 看 介 于 相 邻 两 点 之 间 
的 小 线段 的 长 度 。 在 另 一 个 论证 里 ,我 们 只 是 注意 到 ,在 一 个 


特定 的 和 中 ， 正 项 与 负 项 互相 抵消 。 由 于 几何 级 数 之 和 ， 其 至 


还 有 前 面 一 段 之 和 4+r+?+… + 让 的 重要 性 ， 
美妙 的 几何 的 证 明 。 它 肯定 是 重要 的 ， 因 为 我 们 


值得 有 一 个 更 
用 它 , 在 第 十 


九 章 分 析 银 行业 务 ， 在 第 二 十 七 章 确定 当 x 靠近 1 时 (x - 


1) / (x-1) 如 何 变化 ,在 第 二 十 八 章 中 求 


1 线 的 斜率 ， 


三 十 章 中 计算 曲线 之 下 的 面积 ， 以 及 在 第 三 


x 的 公式 。 


我 不 知道 是 谁 发 明了 这 个 证 明 ， 它 适 


用 于 + 为 正 


在 第 


上 一 章 中 得 出 一 个 


数 时 。 


( 阁 1 为 负数 ， 则 令 r= -s，s 即 为 正 数 。 于 是 ，1+ r+P++ 


二 等 于 1-stsi+ts+s -s+ 


于 (I+ +t ) -8 (lteter 


ee 


… 它 又 等 


bh 的 几 
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何 级 数 之 和 为 1/(1 - 吕 。) 我 稍 想 是 一 位 数学 家 在 观察 别 的 什 
么 时 侦 然 发 现 了 它 ， 但 我 不 兢 外 知道 此 事 。 无 论 如 何 ， 它 是 数 
学 “民间 文学 ” 的 一 部 分 ,而且 它 十 分 简短 。 

首先 ， 沿 着 一 条 直线 按 下 图 放置 长 度 为 1, ,PP,，?，#， 
… 的 线段: 


然后 在 每 一 段 的 左 端 ， 画 一 根 与 此 有 段 等 挟 的 型 直 标杆 ， 得 
到 如 下 图 形 。 


1 r Pr 全， 
1 r rr 


我 们 几乎 就 要 完事 了 。 像 灯 杆 项 端的 灯泡 一 样 放 置 的 
点 ， 位 于 一 条 直线 上 。 (为 了 对 此 进行 验证 ， 只 须 计 算 连 接 : 
邻 两 圆 点 的 每 条 线段 的 斜率 。 你 会 看 到， 这 些 斜 率 全 都 相同 。) 

其 次 ,我 们 画 出 所 有 图 点 位 于 其 上 的 直线 ， 如 下 图 所 示 。 

人 E 


| 六 一 


我 们 已 经 看 到 ， 所 有 + 的 虞 之 和 不 会 变 得 任意 大 ， 因 为 这 
个 和 正好 是 线段 AB 的 长 度 。 剩 下 的 全 部 事情 ， 就 是 找 出 那个 
长 度 


丁 


B 


按 相似 三 角形 CAB 与 CDE， 我 们 有 
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粗略 地 看 一 下 图 便 知 PE=1，AC=1，DC= 1-r 因此 


所 以 


我 们 得 出 结论 
1+r++a+esiL:。 
你 可 能 不 满 ,，“ 是 的 ， 它 是 比较 干净 利索 ， 但是， 有限 项 
之 和 会 怎样 呢 ? 例如 ，1 + r+ 了 这 个 和 ?” 你 可 以 验证 ,一 个 
与 ABC 相似 的 小 三 角形 会 表明 ,这 个 和 等 于 (LI- 2) / (1- 
T)。 


可 能 并 非 每 个 人 都 会 赞成 我 的 观点 ， 因 为 美妙 是 一 个 感受 
问题 ， 但 我 认为 这 第 三 个 证 明 的 确 是 美妙 的 : 它 形象 化 ， 它 简 
明 , 它 一 旦 被 人 注意 ,似乎 就 像 一 首 莫扎特 的 交响 曲 那 样 令 人 
难 舍 难 忘 ， 似 乎 在 混沌 初 开 之 际 ， 它 就 在 天 上 等 着 什么 人 把 它 
带 到 地 球 上 来 。 如 果 上 帝 保存 着 一 本 记录 证 明 的 书 ， 我 想 准 会 
在 它 的 某 些 页 中 找到 这 个 证 明 。 

注意 ， 在 这 个 证 明 中 ， 几 何 诠释 代数 。 在 讨论 斜率 和 曲线 
下 的 面积 那 几 章 中 ， 代 数 诠释 几何 。 这 在 数学 中 是 典型 的 ， 似 
乎 彼此 无 关 的 领域 ， 常 常 以 令 人 既 停 奇 又 高 兴 的 方式 相 联系 。 

在 刚 两 利用 相似 三 角形 求 完 一 个 几何 级 数 之 和 之 后 ， 我 怒 
不 住 要 指出 ， 如 何 利用 它们 来 获得 毕 达 萌 拉 斯 定理 的 一 个 与 第 


8 
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二 十 -: 章 中 不 阿 的 证 明 。 这 是 我 觉得 极 好 的 另 一 个 证 明 。 它 是 
这 样 进行 的 。 

考虑 一 个 边 长 为 a, b,c 的 > 
商用 三 角形 ， 其 中 = 小 或 等 一 “4 
b。 从 直角 的 顶点 作 垂直 于 和 斜 边 -7 
的 直线 。 这 条 直线 把 大 三 角形 分 5 
成 两 个 小 三 角形 ， 把 斜 边 分 成 长 
度 为 4 和。 的 两 个 线段 ， 其 中 d+e=c， 如 在 图 所 不 。 

时 然 这 个 人 三 角形 和 这 旷 个 小 三 角形 大 小 不 同 ， 介 你 可 以 
验证 ， 它 们 有 相同 的 角 。 所 以 ， 它 们 是 相 们 的 。 这 是 证 明 的 关 
键 。 


9 以 a 为 斜 边 的 直角 三 角形 与 以 e 为 斜 边 的 直角 三 角形 
相似 ， 我 们 有 


人 


a 站 
这 个 等 式 的 左边 是 这 两 个 三 角形 的 最 小 边 ; 右边 是 斜 边 。 
以 ac 苹 这 个 等 式 的 两 边 ,我 们 得 到 
Ce 三 a 2 
利用 射 边 为 b 的 三 角形 和 斜 边 为 “的 三 角形 ， 同 样 的 推理 给 予 
我 们 
cd= bY 
等 式 ce= 避 和 ed= ?加 在 一 起 ， 告 诉 我 们 
cd+ce=a +be 
根据 加 法 和 乘法 之 间 的 重要 联系 ， 即 分 配 律 ， 我 们 有 cd + ce = 
c (d+e)。 因 此 
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ce (d+e) = +b 
可 忆 d +e= e， 我 们 便 得 到 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 ; 
=aR+b, 

于 这 个 证 明 ， 有 两 点 使 我 喜欢 。 第 一 ， 它 上 只 用 三 角形 内 
的 对 象 一 一 不 用 三 角形 之 外 的 三 个 正方 形 。 第 二 ， 它 只 用 直线 
的 长 度 而 不 用 面积 。( 面 积 是 一 个 比 长 度 复杂 得 多 的 概念 。) 另 
一 方面 ， 几何 学 家 可 能 抱怨 ,， “这 里 面 代数 太 多 。 我 更 喜欢 第 
二 十 二 章 中 使 用 三 个 正方 形 的 证 明 ， 因 为 它 完 全 是 形象 化 的 。。 

这 只 是 表明 感受 在 数学 中 起 作用 ， 就 像 在 音乐 和 艺术 中 一 
样 。 即 使 每 个 人 都 迁 成 两 种 不 同 的 证 明 同 样 正确 ， 但 对 一 个 证 
明 是 否 比 另 一 个 更 为 美妙 ， 仍 有 充分 的 余地 进行 正常 的 争辩 。 

随 着 这 一 小 章 的 迁 回 跋涉 ， 我 们 来 到 了 旅程 的 终点 。 在 这 
本 书 中 ， 我 们 4 洛 了 数学 的 某 些 永恒 真理 和 美妙 ， 见 到 了 令 人 
惊奇 的 发 现 ， 并 判 清 了 导致 这 些 发 琉 的 每 -- 步 逻辑 。 但 是 ， 数 
学 并 不 只 是 一 个 自给 自足 的 另外 的 世界 。 日 常生 活 和 工商 业 多 
域 大 量 使 用 它 的 语言 与 方法 。 

在 进入 这 个 王国 的 道路 上 我 们 还 只 走 了 一 小 段 路 ; 这 是 一 
个 充满 无 数 美妙 定理 和 挑战 性 奥秘 的 王国 。 它 给 每 个 愿意 对 它 
进行 一 一 不 论 是 实际 的 还 是 理论 的 一 一 探索 的 人 以 获得 无 限 欢 
欣 的 指望 ， 这 是 人 生 能 包含 的 任何 欢欣 都 无 法 比拟 的 。 


TT sn Nb 数字 的 力 鲁 


关于 进一步 阅读 的 建议 


当 我 在 - -个 电台 谈话 节目 作 嘉 宾 时 ， 一 空 听众 打 进 电话 征 
求 建议 :“ 我 想 了 解 更 多 的 数学 。 你 能 建议 我 读 些 什么 吗 ?” 这 
是 一 个 我 从 未 考虑 的 问题 。 我 没有 给 予 满意 答复 的 原因 之 一 
是 ， 这 样 的 建议 须 依 这 位 听众 现 已 达到 的 数学 水 平 而 定 。 现 在 
是 当时 就 该 给 予 的 回答 ， 虽 然 迟 了 一 些 ， 但 或 许 对 别人 有 用 。 
如 果 你 想 学 习 算 术 的 基本 概念 ， 你 可 到 书店 浏览 一 遍 供 人 
们 准备 参加 入学 考试 的 许多 平装 书 。 这 里 列举 几 本 为 例 : 
Carman, R., and M，Caman， Quick Arithmetic: A Self- 
Teachig Guide, 2d ed. New York: John Wiley & Sons, 
1984。 
Goozner, C., Business Mathematics the Fasy Woy, 2d. ed. 
Hauppauge, NY: Barron's Educational Series, 1991. 
Sia A., et al. Entry Level Math. Piscataway, NJ: Research 
and Eduction Association, 1983. 
Slavin, S. Al the Math You'll Ever need. New York: John 
Wiley & Sons, 1989. 
某 些 这 类 书 中 包含 -- 些 代数 与 几何 。 令 人 赞叹 的 是 ， 没 用 多 少 
页 就 介绍 了 重要 的 概念 与 方法 。 
如 果 你 很 好 地 掌握 了 算术 ， 特 别 是 分 数 ， 想 要 学 习 代数 ， 
你 可 去 看 Haym Kruglak and J. T. Moore, Basic Mathematics with 
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Applieations (New York: Schaum's Outline Series, McGraw - Hill, 
1973)。 前 十 章 包含 算术 与 代数 ， 而 其 余 各 章 讨 论 三 角 学 和 微 
积分 所 需要 的 其 他 论题 ， 关 于 诗 角 学 的 第 十 三 和 十 六 章 只 用 了 
27 页 ,但 介绍 了 最 基本 的 材料 。P.Sely and $. Slavin，Prae- 
tical Algebra ; A Self- Teaching Guide, 2nd ed. (New Yok: John 
Wiley & Sons，1991)》 这 本 书包 含 基本 代数 ， 而 且 包 括 许 多 自我 
测试 。 

如 果 你 在 早 些 时 候 学 过 代数 ， 想 要 复习 ， 可 以 试 试 P. 
Selby and S$. Slavin, Quick Algebra Review: A Self-Teaching Guide 
(New York: John Wiley & Sons, 1993). 

5. Slavin, Quick Business Math (New York: John Wiley 上 
Sons，1995) 一 开始 讲 代数 和 百分比 的 基本 知识 ， 然 后 把 它们 
应 用 于 零售 业 ， 单 利和 和 揽 利 ， 折 旧 ， 以 及 统计 。 

如 果 你 懂得 代数 ， 想 要 准备 学 微 积 分 ， 你 不 妨 看 看 于 
Stewart, J,, Redlin and $. Watson, Mathematies for Calculus (Pa- 
cific Grove,， CA: Brooks Cole 1992)， 或 D，Cohen， Precaleulas, 
4 由 ed. (Minneapolis: West, 1993)。 

不 管 怎 样 ， 只 要 你 牢固 地 掌握 了 代数 、 几 何 与 三 角 学 ， 你 
就 可 以 开始 学 微 积分 。 我 同 D. 查 克 里 安 和 《, 克拉 比尔 合 与 
的 辅导 咨询 系列 中 的 三 本 书 ， 包 括 代数 、 几 何 与 三 角 学 。 虽 然 
是 为 小 组 学 习 而 写 ， 但 它们 甚至 对 于 单独 研习 ， 例 如 实行 家 庭 
学 习 计划 的 人 们 ， 也 是 有 效 的 。 它 们 的 出 版 地 是 ，Sunburst， 
101 Castleton Street, Pleasantville, New York, 10570 ~ 3498 (800 
—338 - 3457)。 

你 可 以 从 许多 微 积分 书 中 进行 选择 。 我 和 安东尼 :巴士 洛 
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斯 合 写 ， 由 McGraw - Hil，New York 出 版 的 Cazeulus and Analyt- 
ie Geometry 第 天 版 ， 我 认为 适合 于 自学 。 其 中 包括 -小 节 必要 
的 三 角 学 。 你 经 常 可 以 在 旧书 店 找到 不 太 贵 的 该 书 早 期 版 本 或 
其 他 微 积分 书 。 

如 果 你 想 寻 找 使 孩子 对 数学 产生 兴趣 的 方法 ， 可 以 查阅 
L. Polonsky, et al, Math for the Very Young: A Handbook for Par- 
ents and Teachers (New York: John Wiley & Sons，1995)。 其 中 介 
绍 了 许多 方法 ， 利 用 家 庭 周 围 ， 动 物 园 等 地 熟悉 的 物体 和 活 
动 ， 引导 儿童 《甚至 包括 学 龄 前 儿童 ) 接 船 各 种 各 样 数学 概 


今 
外 


为 鼓励 女孩 学 习 数 学 和 自然 科学 ， 你 可 找 一 本 M、Parker， 
ed., She Does Math-Real-Life Problems from Women on the Job 
(Washington DC: Mathematical Association of America，1995)。 书 
中 谈 到 的 问题 ， 是 现实 生活 中 遇 到 | 的 | 梧 题 的 典型 实例 ， 只 用 到 | 
中 学 数学 。 该 书评 价 了 38 位 职业 妇女 的 经 历 和 她 们 研讨 的 某 
些 问 题 。 

如 果 你 想 尝试 其 他 类 型 的 数学 ， 可 以 看 看 下 列 各 书 中 的 任 
何 一 本 : 

Beckmann, P. A History of Pi. New York: St. Maitin’s 

Press, 1971. 
Courant, R,, and H, Robbins, What 1s Mathematics? New 
York: Oxford University Press, 1960. 
Dunham, W. Journey through Cenius. New York: John Wiley 
烛 Sons，1990. 该 书 介绍 12 个 定理 ,而 将 其 证 明 置 于 个 
人 和 历史 的 背景 。 
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一 一 The Mathematical Universe. New York: John Wiley & 
Sons ，1994. 

Huf, D. How to Lie With Statistics. New York: Norton， 
1993. 只 有 很 少 一 点 数学 基础 的 读者 也 可 看 懂 这 部 杰 
作 。 

Maor, E. e: The Story of a Number. Princeton, NJ: Prince- 
ton University Press ,1993. 

Paulos, J. Innumeraey, Mathematical llliteracy an Its Conse- 
quences，New York: Vintage Books，1986， 该 蔬 探讨 各 种 
各 样 问题 的 计算 ， 例 如 ， 灵 学 ， 股 票 市 场 ， 巧 合 ， 伪 科 
学 ， 药 品 检验 等 等 。 

Steen L., ed. Mathematics Today. New Yok: Springer-Ver- 
lag，1978. 十 二 篇 不 拘 俗套 的 随笔 。 

一 一 ，ed，For all Practical Purposes. New York: W. H. 
Freeman, 1988. 

Stein. S$. Mathematics: The Man-made Universe, 3ded. New 
York: MeGraw Hill, 1976. 

关于 数学 史 有 

Boyer, C. B, and U. C. Merzdach. A Fisory of Mathemat- 
ics. New York: John Wiley & Sors, 1991. 

Edwards, C. H, Jr. The Historical Development of the Caleis- 
lus. New York: Springer- Verdag, 1979. 

Eves, H. W. An Introduction to the History of Mathematics 
with Cultural Connections. Philadelphia: W. B. Saunders, 
1990. 
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Kline, M. Mathematics in Westem Culture. New York: Cxford 
University Press. 1953. 

—,， Mathematical Thought from Ancient to Modem Times. 
New York: Oxford University Press, 1972. 

关于 传记 有 

Albers, D. J, and G. L. Alexanderson. Mathematicat Peo- 

ple: Profiles and Imterviews. Boston: Birkhiuser, 1985. 

Bell, E. T. Men of Mathematics. New York: Simon and 

Schuster，1935. 

这 些 只 是 许多 合用 书本 中 的 几 本 。 至 于 一 个 更 为 广 泥 得 多 
的 目录 ， 可 以 查阅 L. Steen，ed，Library Recommendations for 
Lindereradiuaie Mathematics (1529 18th Street, NW, Washington, 
DC 20036; Mathematical Association of America, 1992). 


